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1. Bevezetés

A doktori értekezés cimében szereplé gombhéj alatt lényegében két kiilon-
b6z6 fogalmat érthetiink. Egyrészt beszélhetiink gombfeliiletrsl, mint hatar-
feliilletrsl, amely két szomszédos tartomany (tobbnyire egy bels és egy kiilsé)
hataran helyezkedik el. Ilyen értelemben a gombfeliilet nem anyagi entitas,
csak egy matematikai fogalom, azonban id6ben és térben meghatarozhato a
mozgasa. Masrészt beszélhetiink gombfeliileten eloszl6 anyagi entitasrol is,
amit infinitezimalisan vékony gombhéjnak neveziink, és elméleti modellként
tekintiink ra. Mindkét eset hasonl6 moédon targyalhato, értekezésiink témé-
ja azonban az utébbira koncentril. Mas szemszoghdl nézve az ismertetésre
keriil6 formalizmus alkalmas arra, hogy kiilonféle gombszimmetrikus téridGk
Osszeillesztésével 1j egzakt megoldasokat konstrualjunk. Egy Minkowski-féle
sik téridot oOsszeilleszthetiink példaul egy kiils6 Schwarzschild vakuum tér-
id6vel (ponttomeg tere), Reissner—Nordstrom elektrovikuummal (ponttéltés
tere) vagy Vaidya téridével (gombszimmetrikus sugarzas), és az igy kapott
megoldasokat rendre tomeges, t6ltott, ill. sugarzé héjként interpretalhatjuk.
Az egzakt megoldasoknak kiilénésen fontos szerepe van az altalanos relati-
vitaselméletben, mert egy erGsen nemlinearis 4-dimenzios elméletrdl van szo,
amelyben a numerikus szdmolasok rendkiviil eréforras igényesek. Sok prob-
léma esetében azonban egy ilyen egyszeriisitett héjmodell is valaszt adhat
fontos kérdésekre. A lehetséges alkalmazasok szama meglehetGsen szélesko-
ri. Gombhéjak alkalmazasat megtalaljuk a részecske modellektdl kezdve az
asztrofizikai rendszereken &t egészen az Univerzumot leir6 modellekig, ame-
lyekrél az alabbi lista nytjt révid 6sszefoglalast.

Elektron modellek

Az elektront szamos moédon probaltak mar modellezni. Manapsag a
kvantum mechanikai leirast hasznaljuk, amely elhanyagolja a gravitaci-
o6s effektusokat. Az altalanos relativitaselmélet szerint azonban az elekt-
ron tOmegét az energidja adja, és figyelembe véve az elektron sugarara
a kisérletekbdl kapott ~ 10710 cm felss korlatot, kideriil, hogy a tolté-
sének megfelel§ energiat valamely tartomanyon negativ gravitacios to-
megnek kellene kompenzalnia [1, 2, 3, 4]. Természetesen kiviilr6l nézve a
teljes tOmeg pozitiv, a negativ tdmegi tartomany azonban kompatibili-
tasi problémakat okoz az altalanos relativitaselmélet energiafeltételeivel
és a szingularités tételekkel. A kvantumgravitacié elméletének hidnya-
ban a megoldds még varat magéra, azonban ezt a problémat ki lehet
keriilni példaul egy olyan modellel, amelyben a toltés egy gémbhéjon
oszlik el [5, 6, 7].



Szemi-klasszikus kvantalas

A gombhéj modellnek nagy elénye a folytonos eloszlasi modellekkel
szemben, hogy a dinamikaja lényegében leirhatd egy effektiv radialis
potenciéllal, hiszen a gdmbszimmetria és az infiniteziméalis vastagsag
miatt a feladat 1-dimenziés problémava redukalodik. Egy ilyen rend-
szer az effektiv potencial segitségével szinte automatikusan kvantalhato
[8]. Ilyen szemi-klasszikus kvantalassal vizsgalhato az el6z6ekben emli-
tett elektron modell is [6], de alapvetGen fontos eredmények adodnak
porhéj gravitacios dsszeomlasinak esetében a centralis szingularitissal
kapcsolatban. Kideriil ugyanis, hogy a kvantalt gombhéj megtalalasi
valoszintisége nem koncentralodik a centrumba, annak ellenére, hogy
klasszikusan Gsszeomolna a rendszer [9]. Gravitacios rendszerek szemi-
klasszikus kvantalasa természetesen kozelebb vihet minket a kvantum-
gravitacié megértéséhez is.

Kvark-gluon anyag

Manapsag a legnagyobb kisérletek egyike a kvark-gluon plazma keresé-
se gyorsitokban. Az anyagnak ez a halmazallapota elképzeléseink sze-
rint a természetben két helyen fordulhat el6, a korai Univerzumban
és a feltételezett kvark-csillagokban. Ez utobbiak a neutroncsillagok-
néal is stiriibb égi objektumok, amelyek lényegében egy nagy hadronnak
tekinthetSk. Vildgos, hogy az ilyen rendszerek vizsgalatdban a gravi-
tacio6 nem elhanyagolhato. A hadronok leirdsara szolgalé zsdkmodell
[10, 11] kombinalva a relativisztikus héj formalizmussal alkalmas arra,
hogy megvizsgaljuk egy ilyen makroszkopikus kvark-gluon anyag sta-
bilitasat [12].

Szuperndéva robbanas

A szupernéva robbanés az Univerzum egyik leglatvanyosabb jelensége,
melyben egy csillag egyik percrél a masikra fényesebbé valhat, mint
egy egész galaxis, rdadasul a sugarzas csak kis része a felszabadulo
energianak. A jelenség elméleti targyalasa azonban bonyolult, nume-
rikus szimuléciot igényel, és a fizika szdmos teriiletének eredményei-
re tamaszkodik. Bizonyos rész folyamatok és effektusok megértésében,
vagy a mérési eredmények kiértékelésében azonban sokszor segithet egy
végletekig leegyszertsitett héjmodell is [13, 14].



Egzotikus csillagmodellek

Kiilonféle gombszimmetrikus téridok Osszeillesztésével olyan egzotikus
modelleket is konstrualhatunk mint a gravastar. A gravastar egy hi-
potetikus csillagmodell amelyet azért konstruédltak, hogy a fekete lyuk
alternativija legyen. A gravastar centrumaban a térid6 de Sitter-szert,
amely a szokasos kiils6 Schwarzschild vaikuumhoz olymodon kapcsolo-
dik, hogy a konstrukcio elkeriili az eseményhorizont kialakulasat. Dol-
gozatunk kiilon fejezetben foglalkozik a gravastar modellel, ezért a téma
bévebb kifejtését ott talaljuk.

Szingularitasok vizsgalata

Gravitacios kollapszus sordn alapvetGen kétféle szingularitas alakulhat
ki. Az egyik a kozponti szingularitds, amelybe beleomlik az anyag, a
maésik pedig az an. akusztikus szingularitas' [15, 16] amikor a szomszé-
dos rétegek Osszetorlodnak és keresztezik egymast. Ez az utobbi jelen-
ség folytonos modellekben is el6fordul [17]. Az els6 egy sokkal erésebb
jellegti szingularitas, amikor a szingularitasban végzédnek a vildgvona-
lak, azaz tovabb nem folytathatok. Az akusztikus szingularités esetében
bizonyos feltételek mellett folytathatok a vilagvonalak. Mindkét fajta
szingularitas dinamikija jol tanulmanyozhato héjak segitségével. Meg-
vizsgalhato példaul, hogy milyen effektus kell ahhoz, hogy megélljon
a kollapszus |18]. Kideriil, hogy a kvantummechanikai Casimir effek-
tus példaul megallitja [19]. Az akusztikus szingularitas vizsgélatdban
a héjak szintigy alkalmazhatok, nagyon természetes moédon, és ehhez
a témahoz a disszertacioban talalhato 4j eredmények egy része szintén
hozzatesz majd.

Fekete lyukak vizsgalata

A tudoméany egyik legnagyobb attorése a kvantumgravitacio elmélete
lehetne, amely a kvantummechanikat és az altalanos relativitaselméle-
tet koherensen 6tvozné egybe. A klasszikus altaldnos relativitaselmélet
érvényességi hatara a Plank-skila, azonban ez nem jelenti azt, hogy
csak Plank-skéla méretii objektumok esetén szenved csorbat az elmélet
alkalmazhatosdga. Jol ismert, hogy tetszéleges méretl fekete lyukak
eseményhorizontja kozelében méar inkonzisztenciak lépnek fel a kvan-
tummechanikaval, 1asd példaul: informéciés paradoxon. Ezért kiilono-
sen fontos az esemény horizonthoz kapcsolodo effektusok vizsgalata,

L Angolul a shell-crossing elnevezés hasznélatos a legtobb helyen.



mint példaul a Hawking-sugarzas, még akkor is, ha azok egyelére csak
szemi-klasszikus elméletekkel irhatok le. A fekete lyuk belsé strukti-
rajanak és végallapotanak megértéséhez (amely utobbi kapcsolodik az
el6z6 pontban emlitett kozponti szingularitashoz) ugyancsak elenged-
hetetleniil sziikséges egy Plank-skalan érvényes elmélet. A héj forma-
lizmus ezeken a teriileteken is lehetGséget ad fontos vizsgélatokra és
megallapitasokra [20, 21, 22, 23, 24, 25|.

Kritikus kollapszus

A kritikus kollapszus egy fazisdtalakulashoz nagyon hasonlé jelenség
az altalanos relativitaselmélet kezdd adatainak terében. Réviden Ossze-
foglalva skala-invariancia mutatkozik a dinamikaban a kezd§ adatok
terében 1évG azon feliiletnek a kozelében, amely elvalasztja egymastol a
fekete lyuk végallapotra vezets adatokat, a diszperzalodo végallapotra
vezet§ adatoktol. A skdla-invariancia kdvetkezménye tovabbé, hogy a
kialakul6 fekete lyuk tomege hatvanyfiiggvény szerinti viselkedést mu-
tat az emlitett feliilet kozelében. A kritikus kollapszus jelensége t&bb-
nyire csak numerikusan vizsgéilhato, és a fenti viselkedés igazoldsdhoz
héjjal vizsgaljuk a kritikus kollapszus jelenségét, olyan héjra van sziik-
ségiink, amely energiat sugaroz, mert egyébként a kialakulo fekete lyuk
tomege mindenképpen a héj teljes tomege lenne. Sugarzo héjak a Va-
idya megoldas segitségével irhatok fel [26, 27, 28], és kideriil hogy ez a
nagyon egyszer(i modell is mutatja a kritikus jelenséget [29], raadasul
analitikusan szamolhato, ami jelentés eredmény, hiszen ezaltal jobban
megérthetjiik az effektus természetét.

Féreglyukak

A féreglyukak olyan nem trivialis topologiaji megoldéasai az Einstein-
egyenleteknek, amelyek atjarast biztositanak az Univerzum két tavoli
aszimptotikusan sik tartomanya kozott. A megvalositasahoz egzotikus
anyagra van sziikség, ugyanakkor egyes modellekben a kvantum fluk-
tudciok miatt a Plank-skaldn spontan modon folyamatosan létrejonnek
és elttinnek mini féreglyukak. A féreglyukak legegyszertibben infinite-
zimélis héjakkal modellezhetdk, és ez gy érhetd el, hogy a héj mind-
két oldalara kiils6 térid6t helyeziink. Egy ilyen modellben az egzotikus
anyag a héjra koncentralodik. Az egyik f6 kérdés ezekkel a hipotetikus
objektumokkal kapcsolatban a stabilitas [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37|.



Nagyskalas buborékok

Az Univerzum feltérképezésére szolgalo jelenlegi nagy skélas mérések
a nem olyan régen még szinte csak filozofikus kérdéseket targyald koz-
mologiat precizios kisérleti tudoménnyé alakitottak. A meérési adatok
alapjan a galaxisok eloszlésa filamentumok mentén stiriisodik és nagy
kiterjedésii ritka tartomanyok fordulnak el benne. A nagy skalas dina-
mika vizsgalata N-test szimuldcioval rendkiviil eréforras igényes, még
abban az esetben is, ha egy galaxist egyetlen tomegpontként kezeliink.
A ritka tartomanyok dinamikaja azonban egy egyszertisitett héjmodell
segitségével is megvizsgalhatd. Természetesen a vizsgalt tartomanyok
nagy mérete miatt a héjakat kozmoldgiai modellekbe kell beépiteni,
mint példaul a Friedmann—Robertson—Walker téridé [38, 39, 40).

Buborék inflaicios modellek

Az Gsrobbanéas standard modelljének ismert probléméait magyarazo inf-
lacio fellépte ma mar altalanosan elfogadott. Létrejottének az okara és
modjara azonban rengeteg kiilonb6z6 modell 1étezik, amelyek kozott
szerepelnek a buborék inflacios modellek is [41, 42, 43, 44, 45, 46, 47|.
Ezek szerint a lathatdé Univerzum nem mas, mint egy fazisatalakulas
soran kialakulé expandalo buborék, amely a folyamat kezdetén jol ko-
zelithet§ egy géombbel.

Bran kozmolégiak

A bran-elméletek szerint az Univerzumunk nem més mint egy maga-
sabb dimenzids téridében lévs 4-dimenzios feliilet [48]. A gombhéjak
dinamikijanak magasabb dimenziora altalanositott egyenletei tehat al-
kalmasak egy ilyen izotrép Univerzum fejlédésének leirasara [49, 50, 51].
A bran-elméletek elénye, hogy természetes megoldast kindlnak tobb is-
mert probléméra, mint példaul a hierarchia-probléméra, hogy miért
olyan gyenge kolcsonhatas a gravitacio, illetve a sotét energiara, amely
a jelenlegi kozmologiai mérések szerint az Univerzum tomegének 70%-at
adja, azonban létezésére és természetére nincs elfogadott fizikai magya-
razatunk. A bran-elméletekben nincs sziikség sotét energiara, ugyanis
annak hatasat a magasabb dimenzi6 gorbiiltsége magyarazhatja.

A fentiekben felsorolt kiilonbéz6 rendszerek dinamikaja lényegében
ugyanazokkal az egyenletekkel irhatok le. Annak ellenére azonban, hogy
gombhéjak szamos teriileten alkalmazhatok, és bonyolult folytonos problé-
mékat is kozelithetiink diszkrét héjakkal, nagyon kevés munka iranyult eddig



ketténél tobb héjat tartalmazo rendszerek vizsgalatara. Ugyancsak kevesen
targyaltak eddig a mozgas teljes leirasat, beleértve héjak iitkozése esetén a
folytatést, illetve az eseményhorizonton valé atmenetet. Ezidaig a héjakkal
foglalkozo6 tanulméanyok leginkdbb az analitikus leirasra korlatozodtak a leg-
egyszertibb allapotegyenleteket feltételezve.

A doktori munkam jelentés része egy olyan C++ nyelven irédott gyors
software kifejlesztése volt, mellyel tetsz6leges szami koncentrikus gémbhéj
mozgéasa numerikusan szimuldlhaté a héjak kozotti esetleges iitkozések vagy
athatolasok figyelembe vételével. A héjakat alkoté anyag allapotegyenlete
héjrol-héjra tetszolegesen valaszthatd. A software forraskddja ingyenesen el-
érhets?. A fent felsorolt példak mutatjak, hogy milyen sok teriileten alkal-
mazhato ez a programcsomag.

A doktori értekezésben Osszefoglaljuk az elméleti hatteret, és rugalmatlan
iitkozések terén néhany 1j analitikus eredményt is levezetiink. Egy specidlis
alkalmazasként kiilon fejezetet szenteliink a garvastarok analitikus és nume-
bevezetGjében b&vebben értekeziink, eloljaréban csak annyit, hogy az Uni-
verzumban jelenleg mérhet6 gyorsulva tagulas és a sotét energia koncepcidja
miatt az alternativ fekete lyuk megoldasok kozott a gravastar mostanaban a
figyelem kozéppontjaba keriilt. Ez az a téma, amellyel eredetileg elkezdtem
a viszgalodéasaimat téridsk illesztésével kapcsolatban.

A dolgozat felépitése

A 2. fejezetben Osszefoglaljuk infinitezimalis héjak dinamikijanak leira-
sat, azon beliil kiilon targyaljuk a gémbszimmetrikus esetet, és kitériink az
Eddington—Finkelstein koordinatdkban val6 leirasra is, amelynek segitségé-
vel a mozgas a horizonton keresztiil is folytathato. A 3. fejezetben héjak
iitkozésének két specialis esetét, a transzparens athatolést és a teljesen ru-
galmatlan iitkozést vizsgaljuk. A 4. fejezetben megmutatjuk, hogyan célszert
leirni héjak egyiittes rendszerét, és szamos numerikus szimulacioval vizsgél-
juk az akusztikus szingularitas és a tomeg inflacio jelenségét. Végiil az utolso
5. fejezetben specidlis alkalmazasként Osszefoglaljuk a gravastar egy egysze-
riisitett, de jol tanulmanyozhato modelljét, és ennek vizsgaljuk a stabilitasat
egy 1j modszerrel.

2Letolthets az alabbi helyrsl:
http:\ \sss.rmki.kfki.hu
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Hasznalt konvencidk

A dolgozatban végig a (— + + +) szignatiura konvenciot hasznaljuk, és
G = ¢ = 1 geometriai rendszerben dolgozunk, ahol G a gravitaciés dllando,
¢ pedig a fénysebesség. Ahol masképp nem rendelkeziink, ott az absztrakt
index konvenciot alkalmazzuk (lasd példaul [52]), vagyis a latin indexeket a
kovaridns mennyiségek jelolésre hasznaljuk, a gorog indexek pedig a téridén
definidlt 4-dimenzi6s mennyiségek komponenseit indexelik adott bazison.

Koszonetnyilvanitas

Koszonetemet szeretném kifejezni témavezetémnek, Racz Istvannak, az
érdekes téma felvetésért, a tamogatasért és a sok-sok konzultacidért, amelyek
elére mozditottak a munkdmat. Koszonet az RMKI intézetének és vezetGinek
a lehetGségért, hogy fiatal kutatoként itt végezhettem a doktori munkamat, és
koszonet az elméleti fGosztaly teljes kozosségének, kiilonosen azoknak, akikkel
folyatott kisebb-nagyobb szakmai beszélgetések inspiraltak a munkam soran.
Tovabba koszonetemet szeretném kifejezni Fodor Gyulanak, aki lelkiisme-
retes moédon lektoralta és szamos javaslataval pontositotta dolgozatomat a
véglegesités el6tt. Legf6képpen pedig koszonetemet szeretném kifejezni csa-
ladomnak és szeretteimnek, akik tiirelemmel viseltettek irantam az elmilt
években.
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2. Héjak dinamikaja

Ebben a fejezetben Gsszefoglaljuk az altalanos relativitaselmélet keretein
beliil a szakadasi feliiletek esetében alkalmazhato illesztési egyenleteket. Két
féle szakadasi feliiletet szokas megkiilonboztetni az alabbiak szerint. Abban
az esetben, amikor a stirtiségnek véges ugrasa van, szimplan hatarfeliiletrél
beszéliink, ez a helyzet példaul egy 16késhullam esetén. Amikor pedig a stirii-
ség végtelenné valik, infinitezimélisan vékony héjrol beszéliink, amely véges
feliileti energiastiriiséggel rendelkezik. Ez utobbi eset infinitezimalitasa miatt
természetesen egy idealisztikus hataresetet, amely a valosdgban precizen véve
nem létezik, mégis egy nagyon jol alkalmazhatoé modell, és ez utobbi esetet
fogjuk részletesebben targyalni a dolgozatban.

ElGszor tetszoleges idGszert hatarfeliiletek és infinitezimélisan vékony id6-
szerti héjak dinamikajat leir6 egyenleteket targyaljuk, majd részletesen kité-
riink a gémbszimmetrikus esetre, azon beliil is kiilon vizsgaljuk a vikuumban
mozg6 héjat, amikor a héj mindkét oldalan vikuum téridék helyezkednek el.
Figyelmet forditunk arra is, hogy a dinamikai leirds a horizonton atmenve
folytathato legyen, ezért a Schwarzschild koordinatdk mellett az Eddington—
Finkelstein koordinatadkban valo leifrasra is kitériink, melynek nincs koordi-
nata szingularitasa a horizonton. Megmutatjuk tovabba, hogy a héj anyagat
alkot6 anyag allapotegyenletétsl hogyan fiigg a héj dinamikaja, vizsgajuk a
leggyakoribb allapotegyenleteket, és kiilon Osszefoglaljuk a por héj lehetsé-
ges mozgastipusait. Jellemezziik az egyensilyi adllapotokat és a fejezet végén
megadjuk a newtoni kozelitésben érvényes egyenleteket is.

2.1. Altalanos illesztési egyenletek

Az alabbiakban az Israel-féle illesztési feltételeket foglaljuk Gssze [53],
amelyek szorosan kapcsolodnak Léanczos [55, 56|, Sen [54|, Darmois [57],
O’brien és Synge [58], Lichnerowicz [59], Taub [60] és Dautcourt [61] korabbi
eredményeihez. Az eredeti modszer a Gauss—Codazzi formalizmus segitségé-
vel illeszti a metrikat [53, 64, 65, 62, 63, 66, 67, 68|, illetve toltott héjra
altalanositva |69, 70, 71|, ezt kovetjik mi is, azonban megjegyezziik, hogy
ezek az eredmények tobb kiillonb6z6 modszerrel is levezethetSk, tobbek ko-
zOtt disztribuciok hasznélataval |72, 73, 74, 75|, vagy variacios ill. Hamilton
formalizmussal 76, 77, 78, 79, 80, 81|, vastag héjbol valo hataratmenetet
képezve [82, 83| illetve folytonos koordinatiak bevezetésével [84].

Célunk szakadasi feliiletek illesztési egyenleteinek targyalasa. Az altala-
nos relativitaselmélet keretein beliil azonban mindig térid6-sokasagokrol kell
értekezniink, ezért ugy jarunk el, hogy kett6 peremes téridd-sokasag egy-
méashoz valo illesztésének feltételeit vizsgaljuk. Megjegyezziik, hogy fizikus
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szempontbhol kicsit furcsa az a megkozelités, hogy rogzitjiikk a téridcket, és
az illesztés feltételei altal korlatozasokat irunk el az illesztési feliileten 1évG
anyagra. Azonban ez csak interpretacio kérdése, a kapott illesztési feltételekre
forditva is tekinthetiink, vagyis megadhatunk egy adott tulajdonsagu héjat
kezd6 adatként is, és ebben az esetben az illesztési feltételek elGirjak, hogy az
milyen téridében mozoghat, azaz milyen térid6t alakit ki maga koriil. Nézziik
hogyan vizsgalhaté mindez precizen a sokasagok nyelvén.

Tegyiik fel, hogy adott kettd peremes sokasdgunk amelyeket Gssze aka-
runk illeszteni. Ezeket a peremes sokasagokat altalaban perem nélkiili teljes
téridékbal vagjuk ki, azonban az illesztés szempontjabol teljesen irrelevans,
hogy honnan szarmaztatjuk ¢ket. A kénnyebb targyalhatosag kedvéért azon-
ban feltessziik, hogy ismertek az eredeti téridé-sokasagok.

Legyen M™ és M~ kett6 négydimenzios Lorentz-szignaturajia térids-
sokasag. Mindkét téridében legyen adva egy 3-dimenzids idGszert hiperfe-
lillet, rendre X7 és X7, melyek osszak a téridSket két kiilonallo (peremes)
részre. Koveteljiilk meg tovabbé, hogy a két hiperfeliilet egyméssal izomorf
legyen. Az M™T téridé T altal elhatérolt két felére hasznaljuk az M és
M3 jeldléseket. Az M~ téridé ¥ altal elhatarolt két felére pedig az M és
M; jeloléseket. Az alabbiakban részletezett illesztési formalizmus egy olyan
1 térid6-sokasagot hivatott konstrualni, amely az M™ téridé valamelyik felét
az M~ térid6 valamelyik felével illeszti Gssze tgy, hogy egymaéssal azonosit-
ja a XT és ¥~ hiperfeliileteket az izometria altal. Altalanos esetben Osszesen
négy kombinacio lehetséges: M7 UM, MTUM; MFUMT, MFUM; . Ezt
illusztralja az 1. abra négydimenzios sokasagok helyett kétdimenzios feliiletek
Osszeillesztése esetén. Ha az egyik térid6 a X hiperfeliiletre Z5 -szimmetrikus
(tiikdrszimmetrius), akkor az egymaéassal nem ekvivalens illesztési lehet&ségek
szama felezddik, hiszen nem relevans, hogy a Z5 -szimmetrikus téridé melyik
felét valasztjuk ki. Ha mindkét térid6 Zs-szimmetrikus, akkor csak egyetlen
lehetség marad. Abban az esetben pedig, ha az M™ és M~ térid6k izomor-
fak egymassal, de Zs-szimmetria nem &ll fent, akkor harom lehetdség van az
illesztésre.

Az alabbiakban a ¥* hiperfeliiletek jellemzését adjuk az M téridékben.
Mivel az egyenletek teljesen azonosak a két téridGben, ezért a konnyebb ol-
vashatosag kedvéért elhagyjuk a téridGkre vonatkozd + indexeket. Tovabba
minden esetben komponensekre vonatkozo egyenletekkel operdlunk rogzitett
koordinatarendszer felett, ezért a szokasos absztrakt index konvenci6 helyett
ebben az alfejezetben a latin indexeket nem a kovarians mennyiségek jel6lésre
hasznaljuk, hanem a 3 hiperfeliileten definidlt haromdimenziés mennyiségek
komponenseinek indexelésére, mig a gérog indexek szokasos moédon a téridén
definialt négydimenziés mennyiségek komponenseit indexelik.

Legyen z“ a négydimenzios téridének a . hiperfeliilet kornyezetében érveé-
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1. Abra. Illusztrdcio feliletek dsszeillesztésére. Egy kup és egy sik (kozépen) Ossze-
illesztése egy azonos sugaru kor mentén négyféleképpen teheté meg (négy sarok).
Ugyanennyi a lehet&ségek szama altalanos esetben térid6k hiperfeliiletek mentén
torténd Osszeillesztése esetében. Az illusztracio [63] cikkbdl lett atvéve.

15



nyes koordinatazasa, g,z pedig a téridé metrikdja ezen a bazison. Vezessiink
be tovabbé belsé koordinatakat a haromdimenzios X hiperfeliileten, melye-
ket jeloljiink £%-val, a hiperfeliilet bels6 harmas metrikdja pedig legyen .
Az ivelemnégyzetnek a X hiperfeliilleten ugyanannak kell lennie akarmelyik
metrika szerint szamoljuk is, ezért a v,, hdrmas metrikdnak a térid6 g,z met-
rikdjaval osszefiiggésben kell lennie. Ezt az 6sszefiiggést a X feliileten vett €
természetes bazis segitségével adhatjuk meg.
xOé

€l = gga : (2.1)
Megjegyezziik, hogy a fenti harom bazisvektor egyben a 3 hiperfeliiletre pro-
jektéalo operator, vagyis tetszdleges, a szoban forgd hiperfeliiletbe es¢ négydi-
menzios A vektor esetében A® = e?‘a)Aa és A, = e‘("a)Aa. Az indukalt metrika

Yab = Jap B?a)e(ﬂb)- (2.2)
Legyen a X hiperfeliiletre, és egyben a bazisvektorokra is merdleges négydi-
menzios egységvektor n,. Az n, normélvektor egy elGjel erejéig hatarozatlan,
hiszen az orientacidja kétféle képen valaszthato. IdGszert X hiperfeliiletet fel-
tételezve a normélvektor térszerd, azaz n“n, = +1. Tegyiik fel, hogy a X
hiperfeliilet az alabbi paraméteres egyenlet altal adott.

F(z%) =0. (2.3)
Ekkor a feliilet n® egység normalvektora az alabbi mo6don irhato
OF OF |7V* oF
o=t , 24
" ‘g 0xP dx Ox® (24)

A képletben szerepls elGjel a fent emlitett orientaciot hatarozza meg, ugyan-
akkor tetszGleges orientacié esetén, az F' fiiggvény atdefinidlasaval tetszéle-
gesen rogzithets az elGjel, hiszen F-et az ellentettjére valtoztatva (2.3) val-
tozatlanul teljesiil, de OF /0x® elGjelet valt.

A feliilet fontos invarians mennyisége az un. kiils§ gorbiilet, amely szim-
metrikus tenzor, és az alabbi formaban adhat6 meg?

(2.5)

foating Ox¥ Ox*
Ky = e’(’a)e’(‘b)v,,nu = —n, ( re ) )

o080 " e o

A kiils6 gorbiilet ennek megfelelGen ugyancsak orientacio-fiiggsé és a normal
vektor elGjelének megvaltoztatasa esetén megvéltozik az elGjele.

3Megjegyezziik, hogy a fenti képlet értelmezéséhez a normalvektort a feliilet kdzelére is
ki kell terjeszteni, azonban a kiterjesztéstdl fiiggetleniil adodik a kiilsg gorbiilet [89, 90].
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E-F

M= M+

2. abra. lllusztrdcio téridék osszeillesztéséhez. A sziirkével szinezett tartomanyo-
kat ragasztjuk ossze. A X1 és X~ hiperfeliiletek izomorfak egymassal, és a valasztott
konvenci6 szerint az n_ és ny normél vektorokat gy iranyitjuk, hogy rendre az
M~ tartomanybol kifele, az M™ tartoményba pedig befele irdnyuljanak.

Targyaljuk most az illesztési feltételeket. Ehhez rogzitjiik, hogy a fent em-
litett négy lehetGség koziil melyiket szeretnénk megvalositani, tehét az M~
és M™ sokasagnak is kivalasztjuk valamelyik felét. A kivalasztott tartoma-
nyokra ezentil rendre az M~ és M™ jelélésekkel hivatkozunk. Megegyezés
szerint a normdl vektorokat gy irdnyitjuk, hogy azok a kivalasztott M~
tartoméanybol kifele és az M™ tartomanyba befele iranyuljanak, ahogy a (2).
abran is lathato. Igy a normal vektor definici6 szerint folytonosan megy &t a
feliileten. Megjegyezziik, hogy eme véilasztas ellenére az M~ és M™ tartomé-
nyok koziil egyik se kitiintetett, hiszen a sokasédgokat forditva is elnevezhettiik
volna.

Tetsz6leges X mennyiség ugrasat a ¥ hiperfeliileten jelolje [X] = X, —
X|-, ahol X|; a mennyiségnek az M™ térid6ben értelmezett és a hiperfelii-
leten vett hatarértéke, X|_ pedig az M~ téridében értelmezett hatarértéke.

Az ivelemnégyzet folytonos atmenetét biztosito feltétel [y, = 0 alakban
irhato. Ha emellett teljesiil [K,] = 0, akkor szimplan hatarfeliiletrél be-

széliink. Ilyen példaul egy csillag felszine, ahol a nyomés zérussa valik. Ha
azonban [K,,| # 0, akkor a gorbiilet ugrasat a hatarfeliileten 1évé anyag-
nak kell biztositania, ekkor beszéliink hatarkéregrsl, amit a tovabbiakban
csak (infinitezimalisan) vékony héjnak neveziink. Ebben az esetben a héjat
alkoto anyagra adodik specialis kdvetelmény. A kiilsé gorbiilet ugrasanak az
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anyaggal valo kapcsolatiat az alabbi tin. Lanczos-egyenlet* irja le, melynek
levezetése megtalalhato példaul az Israel-féle cikk 53] fiiggelékében.

[Ka] = —87 (Sab - %%bs) , (2.6)

ahol S, a héj feliileti energia-impulzus tenzora, és S = v**S,,;. Folyadékmo-
dell esetén

Sap = (0 4+ Puguy + Pyap (2.7)

ahol o a héj sajat rendszerében mért feliileti energiasiirtisége, P a kétdi-
menziés nyomads, u® pedig a haromdimenziés idGszerii sebességvektor. A

Yapulu® = —1 normalasi feltételt kihasznalva irhatjuk, hogy S = 2P — o.
Vékony héj esetében Sy, elGéall, mint az alabbi hatarérték.
+e
Sab = €(0)€(p 11_{% i T,,d¢, (2.8)

€

ahol T),, a négydimenzios energia-impulzus tenzor, § a feliiletre meréleges
Gauss-féle normél koordinata, amelyre £ = 0 teljesiil a feliileten.

Megjegyezziik, hogy a v, és K, mennyiségeket rendre elsG és mésodik
fundamentalis formanak nevezziik a differencidl geometridban. Azzal, hogy
a Lanczos-egyenlet altal Osszefiiggést teremtettiink a héjat alkotd anyag és
a szomszédos térid6 tartomanyokban felirt gorbiileti mennyiségek kézott, le-
het6vé valik, hogy a feliilet két oldalan a dinamikat leir6 Einstein-egyenletek
feliiletre vett projekcioit az Sy feliileti energia-impulzus tenzorral fejezziik ki,
igy kapjuk a dinamikat leiré egyenletek Osszességét altalanos esetben, amely
egyenleteket az A. fiiggelékben részleteziink.

2.2. GOombszimmetrikus téridgk illesztése

A gombszimmetria azt jelenti, hogy a téridének az SO(3) forgascsoport
izometridja, és a forgascsoporthoz tartozo palyak (orbitok) kétdimenzios

4Megjegyezziik, hogy a Lanczos-egyenlet felirhaté

1

Sun = ~ 5= (Kat) = 7l )

alakban is, ahol K = v K. Azt is fontos megjegyezni, hogy a Lanczos-egyenlet alakja
az dbra szerint valasztott konvencié esetében ilyen alaki. Ha a normél vektorokat, ame-
lyekkel a kiils§ gorbiiletet definidljuk, olyan orientacidkkal vennénk fel, amelyek eltérnek
a kordbban definidlt konvenci6tol, akkor a Lanczos-egyenletben fellépne egy elGjelvaltas,
és a kiils§ gorbiiletek kiilonbsége helyett azok Osszege jelenne meg az egyenletben.

18



gombfeliiletek, amelyek koordinatazhatok a megszokott (9, ¢) gémbi koor-
dinatakkal. A gombfeliileteken az indukalt metrika r2d2?, ahol

dQ? = dv? + sin ¥ d¢?, (2.9)

és r az un. keriileti sugar, amellyel kifejezve a gémb felszine 47r2. .

‘Ha a teljes rendszer gombszimmetrikus, az azt jelenti, hogy a peremes M~
és M térid6 tartomanyok, amelyeket Gsszeillesztiink kiilon-kiilon gombszim-
metrikusak, és ennek megfelelGen a perem is gombszimmetrikus. Az M™ és
M térid6 tartomanyokat az M~ és M™T téridokbdl szarmaztatjuk, ezért
feltehetjiik, hogy M~ és M™ is gdmbszimmetrikusak. Az M~ és M™ gdmb-
szimmetrikus téridék g.s metrikdit ennek megfeleléen az aldbbi altalanos
gombszimmetrikus alakban vehetjiik fel.

st = —fae(r, t2)dt] + he(r, t2)dr® + r2d0Q?, (2.10)

ahol a 4 indexek a megfelels tartomanyhoz tartoz6 mennyiségeket jelolik. Az
r koordinatat nem indexeltiik, ugyanis a [y,] = 0 feltétel miatt folytonosan
megy at. Fontos megjegyezni, hogy a fenti metrika bizonyos helyeken szin-
gularitassal rendelkezhet, vagyis altalanosan csak szakaszonként tekinthetd
érvényesnek.

Azt is meg kell jegyezni, hogy a + indexek tovabbra sem tiintetik ki egyik
felét sem a téridének. Csabitd lehet az a gondolat, hogy gdmbszimmetria
esetén a téridd ,belseje” kapja a minusz indexet, a térid6 ,kiilseje” pedig a
plusz indexet, azonban a ,belseje” és  kiilseje” fogalmak nem is olyan kénnyen
definialhatok, mint azt elsére gondolnank® [88, 90|, raadasul elvileg lehetdség
van belsG-belsé és kiils6-kiils6 tipusi téridd illesztésére is, amelyek olyan eg-
zotikus szitudciokat irnak le, mint egy két centrummal 91| rendelkezé téridé
vagy egy féreglyuk [31, 32|, ezért ezt a konvenciot egyelére nem vezetjiik be.

Viszzatérve a lefrasra, a $F hiperfeliiletek egyenletét a (2.3) Osszefiig-
gés alapjan leiro FL fliggvényt gombszimmetria esetén az alabbi forméban
irhatjuk

Fi(r, ti) =T — Ri(ti), (211)

ahol R.(t+) a gdbmbhéj sugara t. fiiggvényében. A ©* hiperfeliiletek koor-
dinatazasara hasznalhatjuk a £* = (7,7, ¢) koordinata harmast, ahol 7 a

5Sok helyen az irodalomban azt nevezik kiils§ téridének, amelyikben a sugar értéke
novekszik a hiperfeliiletre meréleges a téridé belseje felé mutatdé normalvektor mentén.
Ez azonban nem lehet a hiperfeliilet altal elvalasztott peremes téridére globalisan érvényes
tulajdonsag, ugyanis a horizont alatt megfordulhat, mert a sugar nem térszerti-koordinata.
Ehelyett a kiilsé-belst fogalmat globalisan érdemes definiédlni, példaul gy, hogy a téridének
az a fele a kiils6, amelyik tartalmazza az i térszert végtelen pontot.
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¥, ¢ = konst. gorbéken mért sajatidé. Ebben az esetben az ivelemnégyzet a
¥* hiperfeliileten az alabbi médon irhato:

ds?|y = —dr? + R*(7) dQ? (2.12)

vagy kiirva részletesen matrix alakban

-1 0 0
Vab = 0 R(r)? 0 = diag (—1, R(7)? R(7)*sin® V)
0 0 R(r)sin®¥

(2.13)
ahol R(7) a gémbhéj sugara a sajatidé fiiggvényében. Mivel a sajatidével
paraméterezhetd a feliilet mozgasa, ezért bevezethetjiik a Ty (7) fliggvényeket,
melyek adott 7 sajatidé esetén megadjak a héj t1 koordinatait a hatarolo
téridékben. Ezek segitségével felithatok a héj 4-es sebességének komponensei
a héj két oldalan alkalmazott koordinatékkal

us = (Ti,R,o,()) , (2.14)

ahol T = dT./dr és R = dR/dr. A 4-es sebességre érvényes normalasi
kritérium u,u® = —1, ezért u® nem mas, mint az el egyseég vektor. A
normaélasi feltétel miatt tovabba a komponensek nem fiiggetlenek egymastol,
hanem fennéll az aldbbi Gsszefiiggés

—fT2 + heR? = —1, (2.15)
ebbdl kovetkezik, hogy

1+ hiRQ

fe 7
ahol hy és fi természetesen az R sugarnal szamitando. Fontos megjegyezni,
hogy a (2.15) egyenlet alapjan csak T négyzete egyértelmiien meghataro-
zott, Ha azonban t id6koordinata, és azt a konvenciot hasznaljuk, hogy 7 és
t is jovGbe iranyitott, akkor 7" pozitiv kell legyen, és ennek megfelel6en az
abszolit érték jele elhagyhato. Megjegyezziik azonban, hogy ¢ nem minden
esetben idGszerd koordinata, példaul Schwarzschild térid6ben az eseményho-
rizont alatt nem az.

Az u*n, = 0 ortogonalitasi relaci6 alapjan megadhaté a hiperfeliiletre
meréleges térszerti norméalvektor alsdindexes komponenseit egy elGjel erejéig:

’ Ti’ - (2.16)

N+ = 6n:i:h:tf:t <_R7 T:I:a 07 0) ) (2]‘7)
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amely képletben az €, elGjelfaktor biztositja a megfelels orientaciot, vagyis
ezek az elGjelek rogzitik, hogy az M~ térid6 melyik felét az M™ téridé melyik
feléhez akarjuk illeszteni, a (2). 4bran lathato konvencio szerint. Fontos meg-
jegyezni, hogy az €, elGjelfaktorok konstansok a mozgés soran, amennyiben
a koordinatazas olyan, hogy a t és r koordinatakhoz tartoz6 egységvekto-
rok folytonosan valtoznak a hiperfeliilet mentén. Abban az esetben, amikor a
téridg (2.10) metrikdja koordinata szingularitassal rendelkezik az adott koor-
dinatazas szerint, akkor az €, elGjelfaktor csak térképenként allandd, és nem
feltétleniil valtozatlan a koordinata szingularitdson athaladva. Ezzel szemben
altalanos esetben R és T is elgjelet valthat a mozgas soran, ez utobbi akkor,
ha t az adott helyen nem idGszerii koordinata.

A gombszimmetria miatt a héj energiasiirtisége és nyomasa csak a sugar
fliggvénye: o(r) és P(r). Ugyancsak a gombszimmetria miatt a kiilsé gorbiilet
komponensei kizott fenndll a Ky = Ky sin® 9 dsszefiiggés. Ezért (2.6) két
egyenletre redukalodik, amelyeket az alabbi forméba irhatunk

[Kgs] = —dmwor?, (2.18)
[K.;] = —8n(c/2+P). (2.19)

A normal vektor a (2.17) képlete segitségével a kiils§ gorbiilet relevans kom-
ponensei kifejezhetdk (2.5) alapjan és a fenti egyenletbe helyettesitve kapjuk
a dinamikai egyenleteket gombszimmetria esetén. A rendszert tovabb spe-
cializalva, a kovetkez§ alfejezetben, vikuummal hatarolt gémbhéj esetében
részletezziik a szamitasokat.

2.3. Vakuumban mozg6 gombhéj

Ebben az alfejezetben feltessziik, hogy a héj vikuumban mozog, vagy-
is mindkét oldalan vakuum téridé van. Ekkor gémbszimmetria esetén a
Birkhoff-tétel [92, 93] szerint a hatéarol6 téridék sziikségszertien Schwarzschild
tériddk darabjai kell legyenek. Ebben az esetben a (2.10) metrika egyszerti-
sodik és ha(r,t) = fi(r,t)~' = fi(r) alakban irhato, ahol

Qmi

fe(r)=1-

ahol my a Schwarzschild téridék tomegparaméterei.

Megjegyezziik, hogy az altalanositott Birkhoff-tétel alapjan ugyanilyen
metrikaval, csak konstans tomegparaméter helyett formalisan a sugartol fiig-
g6 m(r) tomegfiiggvénnyel irhato le a gémbszimmetrikus elektrovakuum,

. (2.20)
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amelyet a Reissner-Nordstrom metrika ir le, Q toltéssel az alabbi formaban®.

(2.21)

ahol M a Schwarzschild taghoz tartozo tomegparaméter. A kozmologiai kons-
tans esetén a de Sitter—Schwarzschild téridg is leirhatd egyetlen f(r) fiige-
vénnyel az alabbi alakban

f(ry=1- g + %7‘2, (2.22)

amely M = 0 esetén szimplan de Sitter téridGt ir le.

Schwarzschild térid6 esetén a tomegparaméterek természetes moédon ki-
naljak a lehetGséget arra, hogy azt a konvenciot alkalmazzuk, miszerint a
kisebb tomeggel rendelkezé téridére az M ™, a nagyobbra pedig az M™ elne-
vezést hasznaljuk. Ezéaltal tehat rogzitettiik, hogy m_ < m_ . Megjegyezziik
azonban, hogy mas konvenciot is hasznalhatunk, lasd a kés6bbiekben.

A normal vektor a (2.17) képlete segitségével, felhasznalva, hogy hy fi =
1, kifejezhetjiik a kiils6 gorbiilet relevians komponenseit. A B. fiiggelékben
részletezett modon a (2.20) metrikus fiiggvény esetére azt kapjuk, hogy

Kgols = ensfeRTy:, (2.23)
KTT’:t = _enif:ElT:El <R+%f/:l:> (224)

ahol a vesszdzés a sugar szerinti derivaltat jeloli és fi természetesen az R
sugarnal szamitando. A (2.16) Osszefiiggés alapjan irhatjuk, hogy

e+ f+ + R
Ty=—V - (2.25)
fe
ahol bevezettiik az ¢, = sign(f T) el6jelet. Felhasznalva a (2.23) és a (2.25)
kifejezéseket, a (2.18) dinamikai egyenlet az alabbi alakba irhato

S_A/f-+R2—s.\/f+ + R>=4n0R, (2.26)

ahol si = e,4 €4 Osszevont elGjelek. A fenti egyenlet a (2.19) egyenlettel
egyiitt adja a dinamikai egyenleteket, azonban a késGbbiekben latni fogjuk,
hogy a (2.19) hasznélata helyett egyszertibb lesz egy megmaradési tételt hasz-
néalni.

64mey = 1 egységrendszerben.
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Az el6jelekrol kell szolnunk par szot. Korabban emlitettiik, hogy az €, el6-
jel egy térképen beliil allandé. A Schwarzschild metrikanak azonban a szoka-
sos koordinatakban szingularitasa van a horizonton, ezért meg kell vizsgalni,
hogy van-e elgjel kiilonbség a horizont alatt és felett, ha azt akarjuk, hogy a
norméal vektor a hiperfeliiletnek ugyanarra az oldalara mutasson. Ezt kétfeé-
leképpen is megtehetjiik. Egyrészt konkrétan megvizsgalhatjuk, hogy merre
mutat a normélvektor példaul a Carter—Penrose diagramon, segitségként lasd
a 3. abrat. Vagy attérhetiink olyan koordinatakra, amelyek nem szingularisak
a horizonton. Mindkét modszerrel kénnyen beldthato, hogy a Schwarzschild
koordinaték specialisan olyanok, hogy az €, elGjel nem valtozik, azaz globali-
san is allando. S6t altalanosan igaz, hogy az €, = +1 elGjel tartozik ahhoz a
normél vektorhoz, amelyik az aszimptotikusan sik kiils6 tartomanyba mutat,
azaz amelyik a téridének azon felére mutat, amelyik tartalmazza az i° vég-
telen tavoli térszerd pontot. Hogy ez a horizont felett igy van, az egyszertien
kovetkezik abbol, hogy az aszimptotikusan sik tartomanyon ez nyilvanvalo.
A horizont alatt pedig az alabbi révid gondolatmenettel belathatd. A hori-
zont alatt —r id6koordinata, ezért a normalvektor r-komponense irrelevans
abbdl a szempontboél, hogy a norméalvektor melyik térszerd részbe mutat. A
t-koordinatdhoz tartozo térszeri egységvektor azonban a konstans r koordi-
natagorbe mentén az i felé mutat, ami azt jelenti hogy pozitiv t-komponens
esetén mutat az aszimptotikusan sik térszert végtelen felé a normalvektor.
Mivel n! = enR/f, ezért €, = +1 esetén lesz pozitiv, hiszen —r idékoordi-
nata, ezért R < 0 a horizont alatt, és f szintigy negativ a horizont alatt.
Megjegyezziik, hogy ezzel szemben ¢; nem feltétleniil &lland6 a mozgés soran.

Az m_ < m, konvenci6 esetében, és feltéve azt, hogy a o feliileti ener-
giastiriiség nem negativ, a (2.26) egyenlet vizsgalatabol az latszik, hogy az
illesztés nem megengedett, s = —1 esetében. Hiszen az m_ < m_ relacio-
bol kovetkezik, hogy f- > fi, és ezért a (2.26) egyenlet bal oldalan az els6
gyokos kifejezés a nagyobb, ha tehat ez negativ elGjellel szerepel, akkor azt a
masik gyokos kifejezés nem tudja kompenzalni, vagyis a bal oldal negativ lesz
barmilyen s elGjel esetén, mikézben a jobb oldalnak pozitivnak kell lennie.
Ebbdl is latszik, hogy féreglyuk megoldéast, amikor s_ = —1, csak negativ
energiastriségi héjjal lehetséges konstrualni.

Attol fliggetleniil egyébként, hogy milyen értéket vesznek fel az s elGjelek
kétszeri négyzetre emelés és algebrai atrendezések utan a (2.26) egyenletb6l
az alabbi mozgéasegyenlet vezethetd le

B = (%) o= 1P =5+ (52) . @)

ahol my, = 470 R? a héj sajat tomege, amiben szerepel a héj részecskéinek tan-
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3. abra. Schwarzschild téridé Carter—Penrose diagramjdinak ,kettévdgdsa”. Sch-
warzschild téridé Carter—Penrose diagramja és abban egy héj vildgvonala lathato
az abran, ez utobbi vastag pontozott vonallal. A vékony szaggatott gérbék r=konst.
koordinata vonalakhoz, a vékony pontozott gérbék pedig t=Fkonst. koordinata vo-
nalakhoz tartoznak. Az abran szerepl kitiintetett pontok koziil i™ a Schwarzschild
térids jove idészert végtelenje, i~ a mult idGszertd végtelen, i a térszert végtelen,
tovabba I1 a jovs fényszeri végtelen, I~ pedig a mult fényszeri végtelen. Fontos
megjegyezni, hogy ez az abra a teljes rendszernek nem Carter—Penrose diagram-
ja, az dbranak csak az egyik fele tekinthet6 a héj Carter—Penrose diagramjanak
egyik feleként. Itt most csak az a fontos, hogy a héj vildgvonala reprezentilja a
¥~ vagy X7 hiperfeliiletek valamelyikét a megfelels M~ vagy M™ téridsk egyi-
kében, melynek tomegparaméterét m-el jeloltiik az abran. Megjegyezziik, hogy az
idémérés zéruspontjat tetszblegesen valaszthatjuk. Jelen esetben olyan valasztassal
éltiink a jol lathatosag kedvéért, hogy a vildgvonal az abra kozepe t4djan haladjon
keresztiil.
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gencialis bels mozgasbhol szarmazo kinetikus energia is. Fontos megjegyezni,
hogy rogzitett elGjel valasztas esetén a (2.26) egyenletbdl kovetkezik a (2.27)
egyenlet, de a kovetkeztetés visszafelé nem feltétleniil igaz, csak annyi, hogy
a négy lehetséges elGjel kombinacio koziil az egyikre teljesiil (2.26). Ez azt
jelenti, hogy abban az esetben, ha a dinamikai valtozok teljesitik a (2.27)
egyenletet, még nem biztos, hogy az adott problémahoz megfelels kezdsfel-
tételek lennének. Ennek vizsgalatara kés6bb még visszatériink. Tovabbi ész-
revétel, hogy ez a mozgasegyenlet érvényes tetszGleges anyagbol 4ll6 héjra a
héj allapotegyenletétdl fiiggetleniil, raadasul az egyenlet nem csak Schwarz-
schild téridére érvényes, hanem de Sitter vagy Reissner—Nordstrém téridGre
is a megfelels f(r) metrikus fiiggvénnyel. A hatarolo téridsknek csak az adott
sugar melletti fi metrikus fiiggvényei szerepelnek az egyenletben, rdadasul
szimmetrikusan, amely észrevétel egybevag azzal, hogy a héj két oldalan 16v6
téridsk felcserélhetSk. Schwarzschild vikuum esetén a (2.20) metrikus fiigg-
vényt behelyettesitve kapjuk, hogy

o Am\> my +m_ my 2
R —<m2> 1+ 7 +<2R> , (2.28)
ahol Am = my, —m_. A mozgasegyenletben szerepl6 m. Schwarzschild t6-
megparaméterek dllandok, azonban my altalanos esetben a sugér fliggvénye,
ezért ahhoz hogy a (2.26) mozgéasegyenletet meg tudjuk oldani, sziikségiink
van még egy egyenletre. A masodik egyenlet nem mas, mint a (2.19) egyen-
let, amelyben viszont szerepel a P nyomas, mint 1j valtozo. Tehat az egyen-
letrendszer megoldasdhoz még egy Osszefiiggésre sziikség van. Ez az Ossze-
fiiggés nem més, mint a szoban forgd anyag allapotat leird allapotegyenlet,
ami Osszekapcsolja az energiastiriiséget a nyomassal P(o) alakban. A (2.19)
egyenlet azonban meglehetGsen bonyolult és masodik derivaltakat tartalmaz.
Ezzel ekvivalens, de sokkal célravezet6bb a kovetkezs fejezetben részletezett
radialis megmaradasi egyenlet hasznélata, amelynek segitségével és az alla-
potegyenlet felhasznalasaval meghatarozhato az my(r) fliggvény, és igy csak
a (2.26) mozgasegyenletre lesz sziikségiink a tovabbiakban.

A (2.25) képletben szerepls gyok alatti kifejezések a (2.28) segitségével
teljes négyzetté alakithatok, és végeredményben azt kapjuk, hogy

Am  mx

my ™ ﬁ
Mivel Am definici6 szerint nem negativ my pedig pozitiv, ezért az abszolut
érték jelen beliil szereplé mennyiség — index esetén (amikor az abszolit értek
jelen beliil a miveleti jel +) nem valhat zérussa. + index esetén azonban Ty
zérussa valhat, és ez bekdvetkezik az alabbi sugar értéknél, amennyiben a

Ty = ey fot : (2.29)
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mozgés soran elGall ez a sugar érték.

2
_ ms,

- 2Am

Altalanos esetben, mivel my, a sugar fiiggvénye, felmeriilhet a kérdés, hogy
létezik-e és csak egyetlen ilyen sugar érték a mozgés soran, amely teljesiti fenti
egyenletet. Konnyen belathatd, hogy egyértelmtien létezik. Konvencionalis
anyag esetén, amelynek a nyomasa nem negativ, megmutathaté a kévetkezd
alfejezetben hasznalt radidlis megmaradasi tétel alapjan, hogy a héj sajat
tomege a sugar fiiggvényében monoton csokkend fiiggvény, tehat a (2.30)
egyenlet jobb oldala szintigy. A bal oldalra az identitas fiiggvényt irva, az
zérusrol indulva szigorian monoton né. Mindkét oldal pozitiv, és folytonos,
ezért pontosan egy helyen egyezik meg az értékiik.

Folytonossagi megfontolasbol €;_ nem véaltozik a mozgés soran, hiszen el-
lenkez6 esetben T ugrast szenvedne mozgas kozben. €, viszont R sugarnal
elgjelet valt, mert ellenkezs esetben 7', derivaltja ugrast szenvedne az ab-
szolit érték jel miatt. Ebb6] viszont az is kovetkezik, hogy az R sugarnak
a horizont alatt kell lennie, hiszen a horizont f515tt nem valhat 7', zérussa.
Természetesen lehetséges olyan rendszer, amely nem megy be a horizont ala,
ha azonban a héj a horizont ala megy, akkor athalad az R sugaron, és ott
megtorténik az elGjelvaltas.

Eddig azt a konvenciot hasznaltuk, hogy m_ < m,, de ez nem feltétleniil
jelenti azt, hogy a centrumban lévE tomeg m_ és a kiilsé téridé tomegparamé-
tere, vagyis a teljes rendszer tomege, pedig m, . A tovabbiakban azonban csak
hagyomanyos héjakkal fogunk foglalkozni. Hagyoményos héj alatt azt értjik,
hogy a héj egyik oldala bels6 Schwarzschild téridg, a méasik oldala pedig kiil-
s6 Schwarzschild térids, vagyis kizarjuk a kétcentrumu illetve a féreglyuk
megoldasokat. A tovabbiakban csak ilyen héjakrol szeretnék értekezni, béar
az eddig levezetett eredmények alkalmazhatok lennének nem hagyomanyos
héjakra is. Hagyomanyos héjak esetén alkalmazhatunk a korabbiaktol elté-
16 jelolési konvenciot, nevezetesen azt, hogy a belsé peremes téridé legyen
M, a kiilsé pedig M™. Ez azt jelenti, hogy rogzitettiik a e, elGjeleket, és
mindegyikiik +1. Fontos azonban megjegyezni, hogy ezzel a rogzitéssel mar
nem feltétleniil teljesiil, hogy m_ < m,. Azonban hagyomanyos héjak esetén
mégis ezt a konvenciot alkalmazzuk a tovabbiakban, ugyanis majd héjrend-
szerek esetében sokkal célravezetSbb lesz ez a jelolési mod, ugyanis a héjak
sugar szerinti sorbarendezéséhez igazodik a jelolés.

Megjegyezziik, hogy abban az esetben, ha feltessziik, hogy csak egyetlen
héjat vizsgalunk, vagyis a teljes téridé ennek az egyetlen héjnak a térideje,
és a héj vilagvonalanak van olyan pontja, amely az eseményhorizonton kiviil
van, azaz s+ = +1, akkor abban a pontban teljesiilnie kell m_ < m, relé-

(2.30)
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cionak, tehat globalisan is, mivel a Schwarzschild tomegparaméterek kons-
tansok. Az pedig nem lehetséges, hogy egy héj vilagvonala teljes egészében
csak a horizonton beliil haladjon, mert a szingularitas tételekbdl tudjuk, hogy
a szingularitas elérése véges sajatido alatt torténik. Az azonban lehetséges,
hogy a héj vilagvonala a kierjesztett Schwarzschild-téridé méasik tartomanya-
bol érkezik amely a mi horizonton kiviili tartomanyunkkal nincsen kauzalis
kapcsolatban. Ebben az esetben m_ < m.. Ha azonban az ilyen tipusu hé-
jaktol eltekintiink, akkor a kordbban hasznalt konvenci6, amikor a nagyobb
Schwarzschild tomegparaméterrel rendelkez§ tartomanyt indexeltiik + jellel,
megegyezik azzal a konvencioval, amelynél a kiils6 tartomanyt indexeljiik +
jellel. Fontos azonban megjegyezni, hogy ez csakis akkor érvényes, ha a teljes
téridében egyetlen héj létezik. A tomeg inflacio jelenségénél (4.4.4. alfeje-
zet) késébb latni fogjuk, hogy héjrendszerek iitkozések soran kialakithatnak
olyan szituaciot, amelyben m_ > m, a héj két oldalan, de ekkor az m_ és
my tomegparaméterd térid6 tartomanyok nem fedik le a teljes téridét.

Hagyomanyos héjak esetén a bels§ tartomény tomegparamétere legyen
Mme, a kiilsé tartomany tomegparamétere pedig m. +m,. Ekkor m, lehet akar
negativ is. A héj sajattomege legyen m,. A C. fliggelék alapjan az €, elGjel
rogzithetd, és azt irhatjuk, hogy

. L (m my
Ty — g0 (mg ¥ R) | (2.31)

2.4. Radialis megmaradasi egyenlet

Ahhoz, hogy meghatarozzuk az my sajat tomeget a sugar fiiggvényében,
gombszimmetria esetében hasznalhatjuk a radidlis megmaradési egyenletet,
amely a D%S,, = 0 megmaradasi egyenletbdl adodik (lasd az A. fiiggelék),
ahol D, a 7, szerinti kovaridns derivalast jeloli.

d d

7 (07) =P () (2.32)
Csak a teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a (2.32) egyenlet kozvetleniil
is levezethets a (2.18) és (2.19) egyenletekbdl. A sajatids helyett attérve a
sugarra, mint valtozora, az alabbi radidlis megmaradési egyenletet kapjuk:

rj—‘: — 2o+ P). (2.33)
Ha ismerjiik az allapotegyenletet P = P(o) alakban akkor (2.33) egyenletbe
helyettesitve o = o(r) meghatarozhato a differencidlegyenlet megoldasaval,
és ebb6l m,(r) is meghatarozhato. Mivel (2.33) szeparabilis differencidlegyen-

let, az implicit megoldas az aldbbi alakban irhato
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r 1" ds
T_o = exp (—5 /UO m) ) (2.34)

ahol og = o(rg) integracios konstans.

Az alabbiakban &sszefoglaljuk a leginkdbb hasznalatos és szamunkra a
késGbbiekben fontos allapotegyenleteket, és elvégezve az integralast expli-
cit vagy implicit forméban megadjuk a megoldast. Megjegyezziik, hogy ezen
eredmények fiiggetlenek attol, hogy konvencionalis vagy nem konvencionalis
héjat tekintiink.

2.5. Allapotegyenlet

Az allapotegyenlet az anyag allapotat leir6 mennyiségek kozotti osszefiig-
gés, folyadékmodell esetén tipikusan a nyomas és a stirtiség kozotti kapcsolat.
Az altalanos relativitaselméletben pedig praktikusan a nyomas (p) és az ener-
giastiriiség (p) kozotti osszefiiggés. Kétdimenzios infinitezimalis héjat alkotod
idealis anyag esetén pedig a kétdimenzios nyomas (P) és a feliileti energiasti-
riiség (o) kozotti fiiggvénykapcsolat. Ez a fiiggvénykapcsolat az anyag fajté-
jatol fiigg, ha azonban nincs pontos informéaciéonk az arrol, hogy milyen anyag
alkotja a kérdéses objektumot, jelen esetben a héjat, akkor is feltételezhetiink
valamilyen fliggvénykapcsolatot a két mennyiség kozott, amelynek, mint az
aldbbiakban latni fogjuk, bizonyos feltételeket teljesitenie kell. Természetesen
abban az esetben, ha a héjmodellt azon célbol hasznaljuk, hogy valodi vé-
kony héjat kozelitsiink vele, akkor felmeriil a kérdés, hogy miként kapcsolodik
a kétdimenzios allapotegyenlet a valodi (modellezni kivant) haromdimenzios
anyag allapotegyenletéhez. Ha feltessziik, hogy a modellezni kivant vékony
héj vastagsiga or, akkor a tomeg egyenlGsége alapjan o -0r = p és a héj radi-
alis keresztmetszetére hato tangencialis erék egyenlGsége alapjan P - or = p.

Az allapotegyenlet pedig nem lehet tetszéleges, ha megkoveteliink az
anyagra bizonyos ésszerii feltevéseket. A kauzalitas kovetkezménye az altala-
nos relativitdselméletben az in. dominans energiafeltétel, amely folyadékmo-
dell esetén azt a megszoritast jelenti, hogy |P| < o, amelybdl rogton kovet-
kezik, hogy o pozitiv. Megjegyezziik, hogy az allapotfiiggvény derivaltja az
anyagban terjed6 hang sebességével all kapcsolatban.

, dP
S do
A hatas véges sebességének posztulatuma megkoveteli, hogy a hangsebesség
ne legyen nagyobb, mint a fénysebesség. Tovabba a negativ hangsebesség

C

(2.35)
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hidrodinamikai instabilitasnak felel meg a feliileten, ezért mindent Gsszevetve
megkoveteljiik, hogy 0 < ¢ < 1.

A legegyszeriibb allapotegyenlet az, amelynél az anyag energiastirtiségétol
fiiggetleniil zérus a nyomas, ezt hivjuk pornak. Annak ellenére, hogy ez egy
idealizacio, a csillagok és galaxisok skélajan ez a dominans allapotegyenlet az
Univerzumban, mert mind a csillagok mind a galaxisok a méretiikhoz képest
nagyon ritkan helyezkednek el, és nagyon ritkdn iitkéznek Gssze, ezért jo ko-
zelités a nyomas elhanyagolasa. Por héj esetén a héj sajattomege valtozatlan
a sugar fiiggvényében, hiszen a (2.32) egyenlet jobb oldala zérus.

Az alabbiakban oOsszefoglaljuk a leggyakoribb allapotegyenlet tipusokat,
és megadjuk a (2.34) egyenlethez tartozo megoldéasokat is.

2.5.1. Homogén linearis allapotegyenlet

A lehet§ legegyszertibb egy paraméteres allapotegyenlet, ha a nyomas az
energiastiriiség homogén linearis fiiggvénye, amelyet az aldbbi alakban irunk.

P(o) = wo. (2.36)

Egy ilyen homogén linearis allapotegyenletii anyagban a hangsebesség kons-
tans ¢ = w. A dominans energiafeltétel teljesiilésének feltétele |w| < 1, amely
egyuttal azt is biztositja, hogy ¢s < 1. Az instabilitas elkeriiléséhez feltessziik
még, hogy w > 0, tehat osszességében fel kell tenniink, hogy w € [0,1].
A (2.34) megoldas alakja

o(r) = o (1) e (2.37)

To

Megjegyezziik, hogy w = 0 esetben a por héj allapotegyenletét kapjuk vissza.

2.5.2. Torott linearis allapotegyenlet

A dominéns energiafeltétel teljesiilése mellett az allapotegyenletnek
olyannak kell lennie, hogy ¢ = 0 helyen P = 0. Ez azt jelenti, hogy alta-
lanos lineéris fliggvény nem lehet, csak homogén lineéris, amely atmegy az
origon. Ezért az altalanos linearis fiiggvény helyett az alabbi torott linearis
esetet fogjuk targyalni, amely sok esetben hasznos, mert nem bonyolult, de
adott o értéknél tetszélegesen allithaté a meredeksége’. Sok esetben a gya-
korlatban is jol hasznalhato ez az allapotfiiggvény tipus, ugyanis abban az

"Gravastarok stabilitds vizsgalatanal hasznalni fogunk a késébbiekben ilyen alakt alla-
potegyenletet.
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esetben, ha az anyag két kiilonb6z6 stirtiség tartoményon eltéré modellel ir-
hato le, és az egyes tartomanyokon kozelithetd lineéris fliggvénnyel, akkor az
egész allapotegyenlet kozelithets torott linearis fiiggvénnyel. A torott linearis
allapotegyenletet az alabbi alakban irhatjuk

wLo ,ha o <o

Plo) = { wyoy + we(o —o1) , hao > oy, (2.38)
ahol o, > 0 a toréspont helye az feliileti energiastirtiség tengelyén, és wq, ws
a linearis szakaszok meredeksége a torés el6tt és utan rendre. A dominans
energiafeltétel teljesiiléséhez és az instabilitas elkeriiléséhez megkoveteljiik,
hogy 0 < wy,wy < 1 teljesiiljon. A (2.34) megoldas expliciten felirhato,
ehhez definidljuk a torésponthoz tartozod ry sugar értéket o3 = o(ry) alapjan
az alabbi formaban.

o\ M(@=2w)
7‘0(;?) , ha 09 < 0y
e oo(1—w2)+o1 (w2 —wi) 1/(2=2w2) (239)
To ( 0 U?(l_;l)Q : > s ha Oog > 01 .
Ekkor oy < 07 esetén
wl_w2+(1_w1)(%)272w2
oy ={ T Tm yhar <ty (2.40)
UO(’%)_W1 ,har >y,
és og > 01 esetén
01(w1—w2)+(00(1—w2)+01(wz—wl))(LO)272102
o'(r) = 9w 1—w; ’ ha 7 < " (241)
7“1(%1) ' ,har>nry.

2.5.3. Politrop allapotegyenlet

A linearis allapotegyenletek utédn a legtébbet hasznalt allapotegyenlet a
politrop. Tisztaznunk kell azonban, hogy pontosan mit is értiink politrop al-
lapotegyenlet alatt, ugyanis altalanos relativista korben sokszor a P ~ o~
hatvanyfiiggvény Osszefiiggést nevezik politropnak®, azonban precizen véve
a termodinamikidban azt nevezik politropnak amikor a fenti Osszefiiggést az

8Ennek az az oka, hogy a relativitaselmélet szempontjibdl a o energiastirtiség a lényeges
mennyiség, ezért ezt szokis hatviny fiiggvény alakban megadni. Azonban ez a modell
feltevés mar csak azért is rossz, mert semmilyen hatvanykitevé nem tudja teljesiteni a
dominans energiafeltételét a teljes tartomanyon.
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energiastiriiség helyett az € nyugalmi tomegstiriiségre rojuk ki az alabbi mo-
don

P=Ac", (2.42)

ahol A az amplitudo, és x a hatvanykitevé. Ebben az esetben az allapot-
egyenlet explicite csak az alabbi inverz formaban irhaté fel, felhasznélva a
termodinamika elsg fotételét [85].

o(P) = (g)l/: /I - (2.43)

A (2.34) megoldasa explicit médon megadhato

7)0 1w 70\ 2 P() 7o) 2K
J(r)_<A) <7"> +/€—1<r> ’ (244)
ahol Py a o helyen felvett nyomas érték a (2.43) alapjan.

Koénnyen ellenérizhets, hogy a dominéns energiafeltétel és a stabilitas
teljesiilésének kritériuma hogy az amplitudé legyen pozitiv, és k € (1,2].
Tegyiik fel, hogy a politrop allapotegyenletiinket tigy akarjuk megvélasztani,
hogy a oy helyen P, értéket vegyen fel. Ekkor a fentieknek megfelelGen

értékét ugy kell megvalasztanunk, hogy beleessen az [1+wy, 2] intervallumba,
ahol wy = Py/0¢. A hangsebesség négyzete ekkor a g helyen

(32 . RWq

S lo=09 1+ wo ’
Megjegyezziik, hogy a politrop allapotegyenlet A — 400 hataresetben x — 1
meredekségii homogén linearis allapotegyenletbe megy at.

(2.45)

2.6. Kezdd adatok

A dinamikai egyenletek levezetéséhez a matematikus megkozelitési mo-
dot alkalmaztuk, vagyis feltettiik, hogy ismertek a négydimenziés tériddk,
amelyeket Ossze akarunk illeszteni, és megvizsgaltuk, hogy milyen egyenletek
teljesiilése mellett lehet elvégezni az illesztést. Ebben az interpretaciéban a
feladatot meghatarozo paraméterek nem kezd6 adatok, hanem négydimenzi-
6s hatarfeltételek. A gyakorlatban azonban idéfejlédést akarunk leirni, ezért
egy klasszikus dinamikai rendszerhez szokasos moédon kezd6 adatokat szeret-
nénk megadni, nevezetesen my, g, vy értékeit, ahol mgy a héj sajat témege, vy
pedig a sajat idG szerinti sebessége az rg kezd§ sugarnél, és meghatérozni, azt
hogy milyen téridét alakit ki maga koriil, azaz milyen téridében fog mozogni.
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Mo = Mylr=rg s (2.46)
_dr
Cdr

Vo

(2.47)

r=rg

A centralis tomeget, mint kiils6 paramétert szeretnénk megadni, ezzel
rogzitjiik az egyik tomegparamétert. A kiilsG térid6hoz tartozo Schwarzschild
tomegparamétert pedig a (2.28) mozgasegyenlet alapjan a kezdd adatokat
behelyettesitve ki tudjuk szamolni. Ez alapjan az aldbbi képlet adodik

2m,

2r

€g értéke konvenciondlis esetben +1.

Amikor megadjuk a kezdé adatokat, az egyik alapvets feltétel, amelyet
teljesiteniiik kell, a 4-es sebességre vonatkozo kényszer feltétel, amely szerint
a (2.25) egyenletben a gyokjel alatti kifejezés nem lehet negativ, vagyis fi +
R?2>0. Megmutathato, hogyha az egyik indexre teljesiil ez az egyenlGtlenség,
akkor abbol kovetkezik a mésik index esetén is, igy elegend§ feltenni, hogy

mo
mg = My ——0+6g 1-—

+ v%;) : (2.48)

To

2m,

vg > 1 — (2.49)

To

a kezd6 adatokra. Lathatjuk a (2.48) képlet alapjan, hogy ez a feltétel egy-
ben annak a feltétele, hogy m, nem komplex. Ezen tilmenGen megadhatunk
tetszbleges kezdd adatokat, de példaul annak, hogy a rendszer a sajat hori-
zontjan kiviil legyen, nem trivialis feltétele van, hiszen a teljes rendszer hori-
zontjanak sugara 2(m. + mg), amely a fenti képlet szerint bonyolult moédon
fiigg a kezds myg, ro, vg adatoktol. Megmutathatod a (2.26) egyenlet tanulmé-
nyozasaval, hogy e,y = +1 esetén, azaz konvencionalis héjra érvényes az
alabbi tablazat

€ | €4 | megoldas feltétele | €, Mg
+1 | +1 vE > A + mg > 0
+1 ] -1 vE < A + | mg > 0 ha v§ > B egyébként my < 0
ahol
mi  2m.
A=— -1, (2.50)
2
2me
B="104 e (2.51)



Megjegyezziik, hogy ro — oo esetben a fenti feltételek egyike sem ad kor-
latozast a sebesség nagysagara, és 1o > r4 estén tetszGleges vy sebességgel
inditott héj a horizonton kiviil lesz, ahol

Ta=me+/m2+md. (2.52)

2.7. Eddington—Finkelstein koordinatak

Mivel Schwarzschild koordinatdkban a metrikdnak szingularitdsa van a
horizonton, ezért a Schwarzschild id6 nem alkalmas arra, hogy a horizonton
keresztiil végig kovessiik a héj evolucidjat, hiszen a horizonton T végtelenné
valik, ezért a statikus Schwarzschild megfigyel6 szamara végtelen sok id6
telik el, amig a héj eléri a horizontot. Ha kovetni akarjuk a héj mozgasat
a horizonton keresztiil, akkor at kell térniink olyan koordinatakra, amelyek
nem szingularisak a horizonton. A legcélszeriibb vélasztas az tin. Eddington—
Finkelstein koordinatak, amelyekben a metrika mindeniitt reguléris az origot
kivéve. Az Eddington—Finkelstein koordinatakat ugy kapjuk, hogy az id6
koordinatat lecseréljiik az in. Eddington—Finkelstein fényszert koordinatara,
amely nem mas, mint v =t +r*, ahol r* az un ,tekndc” koordinata, amelyre
teljesiil, hogy dr*/dr = f~1(r). Ekkor

dv dt drrdr  en/(dr/d7)? + f(r) +dr/dr
P R )
Ennek a koordinatanak az az el6nye is megvan, hogy v mindenképpen pozitiv,
ugyanis a konstans v koordinata gorbék bemend fényszert geodetiukusok,
ezért idGszeri vildgvonal mentén v monoton véltozik.

(2.53)

2.8. Porbél all6 héj mozgasa

Ebben az alfejezetben a porbél all6 héjak mozgasanak klasszifikaciojat
adjuk. Az egy héjbol all6 rendszert gravitaciosan kotottnek nevezziik, ha
létezik egy maximélis sugar r,.x < 00, ahol a sebesség eltiinik. r . kisza-
mithatd, ha megkeressiik a gyokét a (2.28) egyenlet jobb oldalanak. Gyok
akkor létezik, ha m, < m,, és ebben az esetben

m2\ ! m m2
T max = (1 - ﬁ) me + 7g + mg + meMmg + Ir . (254)

Amikor m, = m, akkor a kinetikus energia a végtelenben vélik zérussa, vagyis
Tmax = 00 formdlisan. mg, > m, esetben pedig a mozgas nem korlatos, és
(2.48) szerint, amelyet a végtelenben kiértékelve mg, = m, /1 4 v2, érvényes.
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m¢=0, my=m,=1, v(«0)=0

10 . T T T T T
. sajatid6
g | Ko, e belsd Minkowski id6 .
R e kils6 Schwarzschild id6
6l : |
, .
4 i \\\ '~.~‘....“ .
2 eseményhorizont e
0 1 | 1 \' h 1 L

0 5 10 15 20 25 30 35
id6 koordinata

m¢=1, my=m,=1, v(«0)=0

10 .. T T T T ' I
- sajatido
gl x,;;;:.:..‘. --------- bels6é Schwarzschild id6 -
S e, kills6 Schwarzschild id6
6| ]
r N\ . el
4 .-"'--~-.........-,-, ......... AE——
. kils6 horizont
2 ~~~~~~~~~~~~ . .
\ belsé horizont
O I I L L : I
0 5 10 15 20 25 30 35

id6 koordinata

4. dbra. Szemlélteté szimuldciok. A rendszerek kezd6 adatai az abrak folott ta-
lalhatok. A kiils6 és belsé horizont alatt rendre a kiils6 és a bels§ Schwarzschild
téridében megjelend eseményhorizontot értjiik. Lathaté hogy a kollapszald héjak
sajatidejiikben mérve véges id§ alatt omlanak Gssze, azonban Schwarzschild idében
mérve végtelen sok id6 alatt érik el a térid6 tartoméanyhoz tartoz6 horizontot.
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Altalanossagban az a (2.28) mozgasegyenlet megoldasa til bonyolult, de
porbdl allé héj esetén megadhatod zart alakban , lasd példaul [82]. A margi-
nalisan kotott m, = m, specidlis esetben példaul az alabbi implicit formaban

T=rQ

, (2.55)

(47me + 27m, — m2)+/8Fmc + 4rm, + m?
6(2m. + m,)?

T(r) =

r=r

Ha rq = 0 akkor —7(r) értéke megadja azt a sajatidG tartamot, amennyi a
kollapszus ideje a héj szaméara r sugarol egészen a kozéppontig. Még tovabb
specializélva, egy oOngravitalo héjat tekintve, aminek a centrumaban nincs
tomeg, m. = 0, vagyis Minkowski a belsé térid6, azt kapjuk, hogy a kollapszus
ideje

) =" V‘”’”’“( r —\/m) (2.56)
6 3 Ve 2

Ne felejtsiik el, hogy ezek az eredmények a marginalisan kététt rendszerre

vonatkoznak, azaz a sebesség nem 7y sugarnal, hanem a végtelenben zérus.

Az id6t persze megadhatjuk nem csak a sajat id6ben, hanem mondjuk belsé

Minkowski idgben is, felhasznalva a (2.31) képletet a valtozocserére. Vég-

eredményiil azt kapjuk, hogy

to(r) = —W (\/ﬁr+ \/;T> L (2.57)

3

A 4. dbran lathatunk egy példat is a kiilénbo6z6 id6kben valé mozgas leirasra,
ahol t. és 7. értékeit a tengelymetszetek adjak.

Megjegyezziik, hogy nem zérus nyomési héjak esetén a mozgas klasszi-
fikdcioja bonyolultabb, ekkor ugyanis a nyomas megallithatja a kollapszust
akar egy minimum sugarnal is. Mint lattuk por héj esetén nincsen egyensilyi
allapot, azonban homogén linearis allapotegyenlet esetén van egyensulyi alla-
pot, bar az minden esetben instabil, lasd [81, 68] cikkeket, illetve a kovetkezd
alfejezetet. Még bonyolultabb allapotegyenletek esetén, mint amilyen példa-
ul a politrop, lehet konstrualni stabil egyensilyi allapotban 1év6 héjat, vagy
olyant, amely mozgasa sordn egy minimum és egy maximum sugar kozott
oszcillal.

2.9. Egyensilyi allapot

Tekintsiink egy héjat Schwarzschild vakuumban, és keressiik a le-
hetséges egyensilyi allapotokat. Hasznaljuk egységként a teljes rendszer
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5. Abra. Schwarzschild héjak egyensilyi térképe. A sziirke tartomény jeloli azokat a
konfiguraciokat, amelyek teljesitik a dominans energiafeltételt, és a héj sajattomege
nem negativ.

Schwarzschild-sugarat: Rg = 2(m, + mg), Vezessiik be az alabbi dimenzi-
6tlan mennyiségeket. Legyen 2 = ro/Rs, y = m./Rs. Es legyen Py/cq = w.
Ekkor egyenstly esetén, amikoris vy = 0, akkor azt kapjuk, hogy

1-1/2z 1—y/x

_ 1 Vi-1/z  \/1-2y/x
wo(z,y) = 5 NN ST (2.58)

és

mO/RS:x(\/1—2y/x—\/1—1/x) (2.59)

amely képletek alapjan megrajzolhatjuk az egyensulyi térképet, ahol x és y
dimenziotlan valtozok fiiggvényében felrajzoltuk az mg és wy szintvonalakat,
és igy jol behatarolhato az a tartomany, ahol teljesiil a dominans energiafel-
tétel, és nem negativ a héj sajat tomege. Ezt a tartomanyt sziirkével jeleztiik
az 5. abran.
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2.10. Newtoni mozgasegyenlet

Végiil a fejezet végén, az Osszehasonlitas kedvéért megadjuk a héjak moz-
gasara vonatkozd newtoni dinamika esetén érvényes mozgasegyenleteket is.
A newtoni elméletben hasznalt mennyiségeket nagy bettikkel fogjuk jel6lni,
hogy vilagosan megkiilonboztessiik 6ket a relativisztikus mennyiségektsl. A
newtoni elméletben a relativisztikus esethez képest nincs kétféle tomeg, a
nyugalmi tomeg és gravitaciés tomeg ugyanaz, ennek jelolésére az M betft
hasznaljuk. Az is kiilonbség a relativisztikus esethez képest, hogy a newto-
ni témeg alland6 a mozgas soran az allapotegyenlettdl fiiggetleniil. Tovabbi
egyszertiség, hogy az id§ is egyféle a newtoni elméletben, mégpedig egy glo-
bélis id6, amelynek a jelolésére a T' bettit hasznéaljuk. A héj kezds adatai
tovabbra is a tomege, a hely és a sebesség: M, Ry, Vi, ahol Vo = dR/dT az
Ry helyen. A kozponti Mys,, tomeget tovabbra is kornyezeti valtozonak te-
kintjiik. Ha &ssze akarjuk hasonlitani az newtoni mozgast a relativisztikus
mozgéssal, nem egyértelmi, hogy miként szinkronizéljuk a kezdd adatokat.
Ry és Vj jelentése ugyanaz mindkét elméletben, de M értékének megadéasakor
kétféle lehetségiink van: a relativisztikus elméletben érvényes sajat tomeg
vagy a gravitacios tomeg értékére allitjuk be. A newtoni tartomanyban ter-
meészetesen nem okoz nagy kiilonbséget. Mi azt a konvenciot fogjuk hasznalni
Osszehasonlités esetén, hogy a gravitacios tomeget valasztjuk azonosnak.

A porhéjra vonatkozd newtoni mozgasegyenlet konnyen szarmaztathato
az energia megmaradast kifejez6 mérleg egyenletb6l. A héj kinetikus ener-
gidja By, = %MVQ, ahol V' = dR/dT. A héj potencidlis energidja G = 1
egységrendszerben

R

amely két részbdl tevidik Ossze. Az elss tag a héj gravitacios energidja a koz-
ponti Mys,, nagysagu gravitalo tomeg terében, amelynek értéke —M,, M/ R.
A masodik tag a héj gravitcios kotési energiaja, melynek értéke —M?/(2R).
A rendszer teljes energiaja allando

y i
Mtﬁz M "~
Eyor = —/ D + M 457 (2.60)
0

1 MygoM M2
E&issz =L in E ot — M Sf— 2.61
kin = Bpor = 5 MV R 2R’ (2.61)
amelybdl
dR\®  2Myspp + M
Gy _ 2Mieep T 2.62
(dT) o (2.62)

ahol C allando, amely a Vo = V(Ry) kezddfeltéttelbsl szamolhatd az alabbi
képlettel.
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2 My + M

Ry '
Mindez azonban csak porhéjra érvényes. Nyomassal rendelkez6 héj esetén a
nyoméasbodl is szarmazik egy eré.

A nyomasbol szarmazo erd kifejezéséhez vizsgaljuk meg a feliilet egy kis
négyzet alaki darabjira hato nyomésbol szarmazo eréket. Legyen a négyzet
oldalhosszusaga A¢pR, ahol A¢ a négyzet oldalanak 1at6szoge a gomb kozép-
pontjabol. A kis feliiletdarab tomege AM = X (RA@)?, ahol ¥ = M /(47 R?)
a feliileti tomegstiriiség. A kis feliiletdarabra négy oldalrol hatnak a nyo-
mésbol szarmazo erék a gombfeliilettel érintGlegesen és az oldalakra merd-
legesen. Ezeknek az er6knek a nagysaga egyenként AF = P(RA¢), ahol P
a kétdimenzids nyomas. Mivel az erGk tangencidlis irdnytak és merdGlegesek
a kis elemi négyzet oldalaira, ezért az eredd eré sugéririnyi és nagysaga
AFys, = AAFsin (A¢/2) ~ 2AFA¢. Mindent sszevetve az egységnyi t6-
megre haté nyomashol szarmazo erd AFyss, /AM = 8nPR/M. Ezért a (2.62)
mozgasegyenlet nem zérus nyomas esetén ezzel a taggal b&viil, és igy az egy-
ségnyi tomegre haté gyorsulast az alabbi képlet adja meg.

C=Vy— (2.63)

2Myg,p + M
2R?

Az egyenlethez tartozo kezddfeltétel R(Ry) = Vo, ahol a pontozas a newtoni
id6 szerinti derivaltat jeloli. Feltételezve, hogy a nyomas a sugar fiiggvénye:
P(R), a nyomasbol szarmazo erd egy konzervativ ers, amely konnyen integ-
ralhato. Ehhez elegendd feltételezniink, hogy a nyomas a feliileti témegsiiri-
ség egyértelmii fliggvénye, mert az utobbi meg a sugar egyértelmii fliggvénye.
Megszorozva a (2.64) egyenletet az R radialis sebességgel és integralva T
szerint kapjuk az energia mérlegegyenletét hasonloan a (2.28) egyenlethez.

R=— +81PR/M . (2.64)

+4 [ —dR (2.65)
Ro RO
ahol W(R) = P(R)/%(R). Homogén linearis allapotegyenlet esetén W(R) =
konst., és igy a (2.65) egyenlet utolso tagja 4W log (Ry/R) kifejezésre redu-
kalodik.

R2 _ %2 + |:2Mk628 + M:| R R W(R)

2.11. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben nagy részben a héj dinamikajara vonatkoz6 ismert
eredmények keriiltek Osszefoglalasra. Az alabbiakban azonban kiemelnék né-
hény aprosagot, amelyek remélhet6leg hozzajarultak az irodalomban meg-
talalhato eredmények jobb megértéséhez. Egyrészt részletesen levezettiik a
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fiiggeléek A., B. és C. részében az ide vonatkozo egyenleteket, amelyeket az
irodalomban részletes levezetés nélkiil lehet csak megtalalni. Kiilénos figyel-
met forditottunk az €, és € elGjelek targyalasara, ugyanis ezek az elGjelek az
irodalomban sok helyen 6sszekeverednek, vagy megfeledkeznek roluk. Ugyan-
csak fontos megjegyezni az R kritikus sugar 1étét a horizont alatt, lasd a (2.30)
képletet. Felhivtuk a figyelmet arra, hogy egy héj Carter—Penrose diagram-
ja az id6koordinatak ugrasa miatt szigorian véve nem abrazolhat6 sikban
egy Osszefiiggé diagrammal, hanem a héj két oldalan 1évg tériddk kiilonal-
16 Carter—Penrose diagramjainak Osszeségeként tekinthets csak, amelyeket a
perem (amely a héj vilagvonala) mentén lehet egymésnak megfeleltetni. Sok
cikkben illusztracioként mégis szerepel egy sikban abréazolt ¢sszefiiggs diag-
ram, azonban ezek torzitott diagramok, mert az sikbeli ,Osszeragasztas” miatt
a fényszerid gorbék nem lehetnek mindenhol 45 fokosak. Részletesen targyal-
tuk a kezdd feltételeket és a rajuk vonatkozo korlatozasokat. Szémos alla-
potegyenlet tipus esetén megadtuk a héj mozgés leirasahoz sziikséges m, (1)
tomegfiiggvényt, tobbek kozott az irodalomban nem megtaldlhato torott li-
nearis és politrop allapotegyenletekre is. Osszefoglaltuk a porbol allo héjak
mozgastipusait, amelyek tobb helyen is megtalalhatok az irodalomban, azon-
ban itt analitikus formédban megadtuk a kollapszus idejét marginalisan kotott
esetben m. = 0 koézponti tomeg esetén, mint a sajatidé mind a Minkowski
id6 szerint. Tovabbi eredmény, hogy dimenziotlan viltozokat hasznalva meg-
adtuk a héj egyenstlyi helyzeteit a paramétertérben, lasd az 5. abrat. Fel-
irtuk az Eddington—Finkelstein koordinatakra val6é attérés képleteit, amely
alkalmas arra, hogy a héj mozgisit a horizonton keresztiil kévessiik. Végiil
a fejezet végén a newtoni kozelités esetén érvényes képleteket szarmaztattuk
nyoméasbol szarmazo taggal egyiitt.
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3. Héjak iitkozése

Amikor héjak {itkozését akarjuk leirni, feltételezniink kell a héjak kozotti
kolcsonhatasrol valamit. Az egyik hatareset, amely egyben a legegyszertibb
feltételezés, ha minden kolcsonhatast elhanyagolunk, és feltessziik, hogy a hé-
jak transzparensen athatolnak egyméason. A gyakorlatban ez a helyzet, ha a
kolcsonhatas erdssége elhanyagolhato, és akkor is ha a héjat alkotd részecskék
olyan ritkan helyezkednek el, hogy elhanyagolhato6 a részecskék iitkozésének a
valoszintisége, azaz a hataskeresztmetszet sokkal kisebb, mint az egy részecs-
kére juto atlagos teriilet azon a gombfeliileten, ahol az Athatolas megtorténik.
Szamos asztrofizikai esetben ez egy jo kozelités, akkor is ha porrészecskéket
tekintlink a galaktikus térben, vagy példaul csillagokat egy gémbhalmazban
vagy a galaxisban®. A mésik hatareset, ha a kolcsonhatas olyan erds, hogy a
részecskéket egymashoz koti, ekkor beszéliink teljesen rugalmatlan iitkozés-
r6l. Ahhoz azonban, hogy a két iitkdz6 héj teljesen Gsszetapadjon, és egyetlen
héjként mozogjon tovabb, az is sziikséges, hogy elég stirtin helyezkedjenek el a
részecskék az litkdzés pillanatdban ahhoz, hogy mindegyik részecske kolcson-
hathasson. Altalanos esetben a részecskék fajtajatol és a kolesonhatasoktol
fiiggden kialakulhat az iitk6zés utan tobb diszkrét héj, vagy akar folytonosan
diszperzalhat is a részecsék eloszlasa. Ez utobbi eset mar nem targyalhato
az infinitezimélisan vékony héjak formalizmusaval. Az alabbiakban a két ha-
taresetet, a transzparens athatolast és a teljesen rugalmatlan iitkozés esetét
fogjuk targyalni.

3.1. Transzparens athatolas

Ebben az alfejezetben gombhéjak transzparens athatolasanak relativisz-
tikus egyenleteit ismertetjiik a Nakao, Daisuke és Ida altal hasznalt modszert
osszefoglalva [67]. Az iitkozés elotti és utani héjakat, illetve a héjak vilagle-
peddje altal elvalasztott téridé tartomanyokat indexeljiik a 6. 4bra szerint.
A héjak és téridé tartomanyok indexelésére hasznaljunk latin nagy betiiket.

Minden egyes régioban a téridé gombszimmetrikus, ezért a metrikat a
K-val indexelt téridé tartoményban az alabbi alakban vehetjiik fel:

dsy = — fx(r)dt* + fx(r)"'dr® + r*dQ°. (3.66)

Ez a metrika elég altalanos ahhoz, hogy magaba foglalja a Schwarzschild és de
Sitter vakuum tériddket, vagy éppen a Reisner—Nordstrom elektrovakuumot.

9Természetesen gdmbhéjakat csak gémbszimmetrikus galaxisok esetében alkalmazha-
tunk, vagyis csak elliptikus galaxisok vagy galaxismagok johetnek széba.
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4-es héj 3-as héj

4-es tartomany

1-es tartomany 3-as tartomany

2-es tartomany

1-es héj 2-es héj

6. Abra. Héjak transzparens dthatoldsdnak sematikus téridé diagramja. Az dbrén
mindegyik egyenes idGszerti vilagvonalat reprezental. Az idé fiiggslegesen felfelé ha-
lad elére. Az dbra nem egy szigoruian vett Penrose—Carter diagram, csak a tartomé-
nyok elnevezését illusztraljuk vele. Az 1-es tartomany a legbelsd, a 3-as tartoméany
pedig a legkiilsé térid6 tartomanyt jeloli.

Legyen a K-val indexelt héj nyugalmi tomege m g, négyes sebessége pedig
uf%. A négyes sebesség kontravaridns és kovaridans komponensei a héj vilagle-
peddjét hatarolo kiilsé (+) és belsé (—) téridékben

dtK(i) drg
o = —.,0,0), 3.67
dtK(i) dT’K/dTK
ey = - 5 ) 07 0 ) .
UKo(+) ( Lo R o (3.68)

ahol 7 a K-val indexelt héj sajatideje, t () és t (1) a Schwarzschild idSkoor-
din4tak rendre a belsé és a kiilsé hatarolo téridében, rx pedig a K. héj radialis
koordinataja. Kihasznalva a négyessebességekre vonatkozo ug,uf = —1 fel-
tételt, a négyessebességek komponenseinek segitségével felirhatjuk a héjak vi-
laglepeddjére merdleges egység vektorokat is, amelyek teljesitik az nfug, =0
ortogonalitasi relaciokat.

d?”K/dTK dtK(i)
@ = 0,0 .
nK(:I:) ( f(:t) ) f(i) drg » ) (3 69)
dTK dtK(:t)
a) = | =3 ,0,0). 3.70
K &) ( d’TK dTK ( )
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Mivel a héjak kolcsonhatasmentesen hatolnak at egyméson, ezért felté-
telezziik, hogy a héjak sajattomege valtozatlan marad, vagyis m; = ms és
mo = my. Az iitkozés helyén érvényes tovabba a négyesmomentum megma-
radasa az alabbi formaban

myuf + mouy = maug + myug (3.71)

amely két skalar egyenletnek felel meg, tekintettel arra, hogy a gémszim-
metria miatt csak az id6- és radidlis komponens nem zérus. EIGbbi az ener-
gia megmaradasat, mig utoébbi a hairmasimpulzus megmaradésat fejezi ki az
iitkozés soran. Newtoni elméletben ismert, hogy ennek az egyenletrendszer-
nek a kimend sebességekre két megoldésa van: az egyik a rugalmas iitkozés
esete, mig a méasik a trividlis dthatolas, amikor a sebességek valtozatlanok
maradnak. Mi ez utébbinak keressiik a relativisztikus megfelelgjét, amikor
a négyessebességek folytonosan mennek at, azaz uf = u§ és uy = uj. Ez
termeészetesen megoldasa a (3.71) egyenletnek a kolcsonhatasmentes athato-
last kifejez6 m; = mg és mo = my feltétellel egyiitt. Relativisztikus esetben
azonban a négyessebességek valtozatlansagat kifejezd kovaridns egyenletek
koordinata reprezenticidja korantsem trivialis, ugyanis az egyes négyessebes-
ségek komponensei kiilonb6z6 téridé tartomanyok bazisaban adottak a (3.67)
képlet szerint. Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogyan lehet azonos bazis-
ban felirni ¢ket. A tovabbiakban minden egyenletet az r. iitkdzési sugarnal
tekintiink, anélkiil, hogy ezt jelolnénk.

Az u§ = u§ egyenlet komponenseinek kifrasahoz valasszuk a legkiils6 3-as
tartomany bazisat, az u§ = uj egyenlethez pedig a legbelsé 1-es tartomany
béazisat. Mivel u$ a 3-as tartomany bazisaban adott a (3.67) képlet alapjan
(+) indexet valasztva, uf pedig az l-es tartoméany bazisiban (—) indexet
valasztva, ezért a feladatunk az, hogy u{ komponenseit is felirjuk a 3-as
tartomany bazisaban, u§ komponenseit pedig az l-es tartomany bazisaban.
Ehhez el6bb az u{ és u§ vektorokat felirjuk az alabbi linedrkombinéciokba,
kihasznalva az ug és ng, illetve az u$ és n{ vektorok ortogonalitasat:

u¢ = —ubuypus + uinyns, (3.72)
uy = —ubuguf 4+ ubnyng. (3.73)
A linedrkombinédciokban szerepls egyiitthatok skalar szamok, melyeket 1é-
nyegtelen, hogy melyik bazisban szamolunk ki, igy hasznalhatjuk a legké-

zenfekvébbet, azaz a 2-es régiot, amely az l-es és a 2-es héjjal is hataros.
Felhasznalva a (3.67), a (3.68) és a (3.70) egyenleteket
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dtri) dloy | poydradry
dr, dr, 7?2 drndn’
dtl d’l“g dtg d?“ 1

b b
= — = 3.75
Uy Ny UgNiyp an dTQ + —= an d7'1 ( )

U?U% = fg (374.)

A sajatidé szerinti id6koordindta derivaltakat (2.31) alapjan az alabbi for-
méban irhatjuk J = 1,2 esetben

dt joy gy +hy
_ , 3.76
dry myfr (8.76)
dt s gs—hy
_ , 3.77
dry meJ+1 ( )

ahol a J-vel indexelt héj graviticidos tomege ¢g;, és bevezettik a h; =
m?/(2r.) jelolést. Ezeket behelyettesitve kapjuk, hogy

b P1p2 — €1€2

U U = — = 3.78
L mims fo ( )
b P12 — pa€q b

UMy = ——————— = —UsNyp, 3.79
172 = oM1b (3.79)

ahol px = mg(drg/drg) a relativisztikus harmasimpulzus, tovabba beve-
zettiik az e = g1 — hy és es = go + ho jeloléseket. A (2.28) mozgasegyenlet
szerint az e; és e; mennyiségekre fenndll az alabbi Gsszefliggés

e5 =7 +mifs (3.80)

A (3.78) és a (3.79) skalar szorzatokat felhasznélva a (3.72) kifejezés alapjan
a 3-as tartomany bazisban felirhatjuk az u§ = u{ egyenletet, amelynek az id6
komponensére az aldbbi egyenletet kapjuk az itkdzés helyén

dtz4) b dta4 b 1 dry
a, e ) T\ Ban) T

e 2hs
b 2 — +u1{n2b D2 _

= —UgUp————F—
! ma f3 ma f3
_ (erea —pipa)es + (prea —poer)py | 2Ry
= 3 + U Uy =
m1m2f2f3 ma f3
ey 1 mimsg
= + —ubug, = <61 + —u u2b> 3.81
mi f3 cf3 ! ma f3 Te ! ( )
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Az atalakitasok soran kihasznaltuk a (3.80) dsszefiiggést. Az uj = uf egyenlet
radialis komponense

dTg b d’l“z b dt2(+)
dr Up Uz <d_72 +uing, | f3 an =
es — 2h
= —u?uzb& + ulfn%—? 2 =
mo mo
_ (erea — pip2)p2 + (pre2 — paer)es 2hy Wy —
- — ulny, =
m1m§f2 ma !
1 mym
= — (p1 _ Qu‘fn2a> (3.82)
mq Te

Teljesen hasonlé moédon kapjuk az uj = u§ egyenlet nem zérus komponense-
ire, hogy

dt4(_) 1 mimsg
= - 3.83
dry ma fi <62 Te iz ( )
dry 1 mimso
- - - — U, 3.84
dry Mo (p2 Te ity ) ( )

Kihasznalva, hogy hsy = h; és hy = hs, eredményeinket az alabbi forméban
foglalhatjuk Ossze.

ps = p+Ap, (3.85)
pe = p2+Ap, (3.86)
93 = g1 —Ag, (3.87)
g = g2+ Ay, (3.88)
ahol
Ap = _mama Wy, = (91 — h1)pa — (g2 + ha)ps (3.89)
e e e —2(g90 + g1) 7
Ag = -T2 e, (3.90)

C

A fenti Osszefiiggésekben g -al jeloltiik a kdzponti tomeget, vagyis m.; -et.
A (3.90) belathato, ha a (3.83) és a (3.82) komponenseket Gsszehasonlitjuk
a kifejezéssel. Mivel ufus, < 0 ezért Ag mindig pozitiv. Megjegyezziik, hogy
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iitkozés csak akkor torténhet, ha az 1-es és 2-es héjak kozelednek egyméashoz.
Ennek feltétele, az hogy, uins, > 0 ezért Ap mindig negativ.!? Erdemes

megjegyezni, hogy Ap és Ag kozott fenndll az alabbi Osszefiiggés
mims

2
e

Agz — Ap2 = 4h1h2 =

(3.91)

Vegyiik észre, hogy Ap lényegében az altalanos relativisztikus korrekcié a
newtoni esethez képest. !

Végiil megjegyezziik, hogy a dinamikai leiras folytatasahoz nem elég az iit-
kozés utani sebességek kiszamitasa, de meg kell adnunk azt is, hogy az iitkozés
utan milyen allapotegyenlet irja le a héjakat alkoté anyagok viselkedését, ez
ugyanis meghatarozza a dinamikai fejl§dést az iitkdzés utan. Transzparens at-
hatolas esetén azonban kolcsonhatés hidnyaban joggal feltételezhetjiik, hogy
a héjak allapotegyenlete valtozatlan marad, vagyis a 3-as héj allapotegyenle-
te az 1-es héj allapotegyenletével, a 4-es héj allapotegyenlete pedig a 2-es héj
allapotegyenletével lesz megegyezd.

3.2. Teljesen rugalmatlan iitkozés

Ebben az alfejezetben gombhéjak teljesen rugalmatlan iitkozésének rela-
tivisztikus egyenleteit vezetjiik le. Hasonl6 eljarast alkalmazunk rugalmatlan
iitkozésre, mint a Nakao, Daisuke és Ida altal transzparens athatolasra ki-
dolgozott modszer, amelyet az el6z6 alfejezetben részleteztiink. Az aldbbi
eredmények a Probing the stability of gravastars by dropping dust shells on-
to them cimi cikk fiigelékében kozolésre keriiltek [113]. A héjak és térids
tartomanyok indexelésére a 7. abra jeloléseit hasznaljuk.

Teljesen rugalmatlan iitkozés esetén a négyesimpulzus megmaradéasat ki-
fejezG egyenlet

mau§ + mouy = mauj . (3.92)

Két meghatarozand6 ismeretlentink van: a kimend sebesség és a kialakul6 j
héj mg sajat tomege. Mivel az iitk6zés rugalmatlan, ezért a kinetikus energia
egy része kotési energiava konvertalodik, vagyis ms # mq + ms.

Ahhoz, hogy kifejtsiik a (3.92) egyenletet, az egyenletben szereplé mennyi-
ségeket kozos bazisban kell felirnunk. A tovabbiakban a bels6 1-es tartomanyt

10 A harmasmomentumok az iitkdzések sordn mindig cstkkennek, ez azonban nem mond
ellent az impulzus megmaradasénak, hiszen a széban forgo impulzusok kiilénb6z6 bézishan
felirt komponensek. Ez az effekus az un. Ricci-fokuszalas, bGvebben lasd [67].

U Megjegyezziik, hogy ellendrizhets a formuldk alapjan, hogy harom héj egy pontban
torténd transzparens iitkdzése esetén a kimenetel fliggetlen az {itkozések sorrendjétsl.
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3-as héj

1-es tartomany 3-as tartomany

2-es tartomany

1-es héj 2-es héj

7. abra. Héjak teljesen rugalmatlan iitkozésének sematikus téridé diagramja. A
vonalak id&szert vilagvonalakat reprezentalnak. Az idg fiiggdlegesen felfelé halad
elére. Az l-es tartoméany a legbelss, a 3-as tartomany pedig a legkiilsg téridé tar-
toméanyt jeldli.

valasztjuk kozos rendszernek. Mivel az 1-es tartomannyal az 1-es és a 3-as
héj szomszédos, ezért uf és ug kifejtése automatikus a (3.67) képlet alapjan,
amelyben mindkét esetben a (—) indexet hasznaljuk. u§ felirasahoz tekintsiik
az alabbi linedris kombinéacioé szerinti kifejtést

uy = —(ugulb) uf + (ugnlb) ng. (3.93)

Az itt szerepl§ skalar mennyiségek megegyeznek a korabban szamolt a (3.78)
és a (3.79) kifejezésekkel, amelyeket az alabbi formaban hasznalunk

b pip2 — (g1 — h1)(g2 + h2)
= .94
UgUtp pep— : (3.94)
b (91— h1)p2 — (g2 + ha)p
UgNpy = p— . (3.95)

A linearkombinécioban szerepld uf és n{ vektorok komponensei az 1-es tar-
tomanyhoz tartozo bazisban a (3.67) és a (3.69) egyenletek alapjan, felhasz-
néalva az idéderivaltakra vonatkozo (2.31) kifejezést
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h
- (u ﬂ,o,o), (3.96)

m1f1 ’m1

P g1+
¢ = — 0,0]). 3.97
" (mlfl’ my Y ) ( )

A skalarszorzatokat és a fenti egyenleteket visszahelyettesitve a (3.93) linear-
kombinécioba, némi atrendezés utin kapjuk komponensenként az alabbi két
egyenletet u§ nem zérus komponenseire

ho)(p? — g2 + h2) + 2p1h
o, = _(92+ ha)(py i 1) + 2phipe. (3.98)
mima 1 fa
2— gl +h3) + 2pih h
uh = _p2pi — g1 + 12)+ prha(ge + 2)’ (3.99)
mima f

A fenti komponenseket beirva az impulzus megmaradast kifejezd a (3.92)
egyenletbe azt kapjuk, hogy

(92 + h2) (P — g5 + hi) + 2p1haps
m%fz
p2(p? — g2+ h2) + 2p1hy (o + ho)

m%f2

hs —gs=h1— g1 — , (3.100)

P3 =Dp1 — , (3.101)
ahol g kikiiszobolhets a (3.100) egyenlethdl, felhasznalva a g5 = g1 + go
Osszefiiggést, és az ismeretlen j tomeg az ms = /2r hs Osszefiiggés alapjan
szamolhato.

Erdemes megjegyezni, hogy az allapotegyenletre most se volt sziikség,
azonban a mozgas tovabbi leirasahoz, rugalmatlan iitkozés esetében — amikor
a két héj anyaga lényegében egy 1j héjat alkot iitk6zés utdn — valamilyen
feltételezéssel kell élniink az 1j allapotegyenletre vonatkozoan. 12

Végiil alkalmazzuk a rugalmatlan iitkozésre kapott eredményeinket arra
az esetre, amikor az egyik héj nyugalomban van, azaz p; = 0.'3 Ekkor (3.101)
alapjan

g; — hi

m3vs = mQUQT.
mi f
1J2

(3.102)

12Megjegyezziik, hogy ellendrizhetd, hogy az azonos idében egy helyen torténd szimultan
harmas iitkozések esetében a végeredmény fiiggetlen az titk6zések sorrendjétsl.

13Erre lesz majd sziikségiink a gravastarok stabilitdsanak vizsgdlatdban, lasd az 5.3.
alfejezetben.
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3.3. Osszefoglalas

Ebben a fejezetben Osszefoglalésra keriiltek a transzparens iitk6zésre vo-
natkoz6 egyenletek amelyek nem 1ij eredmények, attol eltekintve, hogy a leve-
zetés kicsit részletesebb, mint az idézett |67] cikkben. A rugalmatlan iitkozés
egyenletei és fenti levezetésiik azonban nem szerepeltek még az irodalomban.
Legf6bb eredmények tehat a (3.100) és a (3.101) egyenletek.
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4. Héjrendszerek vizsgalata

4.1. Két héj mozgasa

A 2. fejezetben megadtuk egy héj mozgasanak leirasat, kiilonféle id6koor-
dindtakban. Nyomon tudjuk kovetni a héj mozgasat a sajatidejének vagy bar-
melyik hatarolo Schwarzschild téridé idejének fiiggvényében. Ahhoz azonban,
hogy két héj egymashoz viszonyitott mozgasat le tudjuk irni, sziikség van egy
kozos (lehetdleg monoton) paraméterre, amelynek fiiggvényében mindkét héj
mozgasa nyomon koévethetd. A kozos paraméternek legtermészetesebb mddon
a két héj kozotti térids valamely idSkoordinataja valasztando (Schwarzschild
vagy Eddington). * Egy ilyen kozos paraméter valasztésa lényegében egyfajta
szinkronizicionak felel meg, vagyis az id6 paraméter definialasaval egyideji-
leg egyidejtséget is definidlunk a két héj kozott. Ebbsl adoddan kiilénbozo
id6 paraméterek szerint abrazolva mas és mas a héjak relativ mozgasa. Ut-
kozés vagy athatolas esetén viszont a taldlkozas helye nem fiigghet attol,
hogy milyen id6 paramétert valasztottunk a leirdshoz. Megjegyezziik tovab-
b4, hogy minekuténa az egyidejtiséget definidltuk, attérhetiink barmilyen mas
monoton valtozora is, példaul valamelyik héj sajatidejének fiiggvényében is
abrazolhatjuk a héjak mozgéasat, vagy valamelyik héj sugaranak a fiiggvényé-
ben, ez utobbi is lehet monoton, ha példaul a kezd6 adatokbdl feltételezhetd,
hogy kollapszus torténik.

Most tegyiik fel, hogy a rendszeriink N darab héjat tartalmaz. N > 2
héj leirasa esetén is valasztanunk kellene egy kozos paramétert, azonban két
héj kozotti téridé ideje csak a két szomszédos héj szinkronizaciojahoz al-
kalmazhato kozvetleniil. Egyik térid6 ideje se alkalmas arra, hogy az 0sszes
héj mozgasat automatikusan annak fiiggvényében irjuk le. Viszont az 6sszes
héjat szinkronizalhatjuk, ha az egymassal szomszédos héjakat rendre paron-
ként szinkronizaljuk. Az ilymédon definialt szinkronizalas a teljes rendszer-
re ugyancsak fiigg attol, hogy Schwarzschild vagy Eddington koordinatakat
hasznalunk. Ugyanakkor az esetleges iitkozések helye tovabbra is fiiggetlen
kell legyen ettGl a valasztastol, hiszen két héj taldlkozasakor egy helyen és
egy id6ben vannak az iitk6z6é héjak minden vonatkoztatasi rendszerben.

4.2. Kezdd adatok

Egy héjrendszer kezdé adataihoz tartozik a kozponti témeg paraméter,
amelyet myg,, -el jeloliink, és az egyes héjak kezd6 adatainak Osszessége:

4 Fontos megjegyezni, hogy a két héj sajatidejei kiilonboznek egyméastol és kiilénbozs
modon telnek. Ezt nem szabad elfelejteni, [68] példaul ezt figyelmen kiviil hagyta, és ezért
teljesen rosszak az eredményei a VII. fejezetben, amelyek az {itkdzés helyére vonatkoznak.
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m{”, v, ahol ahol i 1-t6] fut N-ig és

my = mP(r)],_w (4.103)
. (@)
(7) dr

= — 4.104

/UO dT(z) T:T(()i) ( )

Azt a konvenciot hasznaljuk, hogy r(()i) < T((]j) ha ¢ < j, vagyis a héjakat beliil-

16l kifelé sorrendbe szamozzuk. Igy beliilrél kifelé rekurzive ki tudjuk szdmol-
ni, hogy az egyes héjak mekkora centralis m& tomeget éreznek, és mekkora
az egyes héjak gravitacios tomege. El6bbi kiszamolasahoz hasznaljuk, hogy
me’ = Mygp €8 1 > 2 esetén m® = mi 4 mg_l), a gravitacios tomeget
pedig a (2.48) képlet alapjan kapjuk. Ezutan m& értékeinek ismeretében azt
is ellenérizniink kell, hogy az egyes héjak kezdé feltételeire teljesiilnek-e a
szitkséges (2.49) feltételek.

A rendszer kezd§ feltételeihez tartozik még az is, hogy megadjuk az egyes
hé¢jak allapotegyenleteit, illetve azt, hogy esetleges iitkozéseik esetén milyen
feltételezéssel éliik az iitkozésre vonatkozoan, illetve meg kell adnunk az 1j

allapotegyenleteket {itkdzés utan.

4.3. Numerikus algoritmus

Doktori munkdm egyik f6 eleme a C-++ programkod, amelynek futta-
tasaibol ebben a fejezetben ismertetiink numerikus eredményeket. A nume-
rikus program csomag elénye, hogy C++ nyelven irodott, ezért gyors. Ezt
azért érdemes megjegyezni, mert 1étezik a héjformalizmus kezelésére szolgalo
algebrai programcsomag Maple nyelven, de az korantsem alkalmas a gyors
numerikus szimulaciokhoz. Tovabbi el6nye az altalam kifejlesztett program-
csomagnak, hogy objektum orientalt nyelven irodott, konnyen bévithets és
alakithato a felhasznalo igényeinek megfelelGen. a forraskod szabadon letolt-
hetd a | http:\ \sss.rmki.kfki.hu | helyrél. A programozok szaméara, a forraskod
kommentekkel van ellatva, ebben az alfejezetben csak vazlatosan foglaljuk
0ssze, hogy a kidolgozott programkéd milyen algoritmus szerint végzi a héj-
rendszer szimulaciojat. Tekintsiik eldszor kiilon egy héj mozgasanak leirasat.
Miutan megadtuk a szoban forgo héj kezdd adatait, amig nem iitkozik a héj
egy szomszédos héjjal, addig a kezd6 paraméterek és az allapotegyenlet alap-
jan m, meghatarozhaté a sugar fiiggvényében. Ha az allapotegyenlet linearis
vagy torott linearis, akkor m, analitikusan szdmolhato, ha politrop, akkor az
implicit relacio miatt csak numerikusan (egy gyokkeresési algoritmussal), ha
tetszoleges felhasznalo altal definialt fiiggvény, akkor numerikus integréalassal
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szamol a program. A mozgasegyenlet alapjan ezutan a héj sajatidé szerin-
ti sebességének abszolut értéke dr/dr ugyancsak meghatérozhatéo a sugar
fiiggvényében. A sebesség iranya a kezdd adatok alapjan kezdetben adott,
az evolicio soran pedig nem valtozik, amig nincs fordulopont a mozgasban.
Barmelyik szomszédos tartomany Schwarzschild id6 koordinatéit hasznalva
megadhatok a dty /dr id6 derivaltak is. Ezek utan a lancszabalyt alkalmazva
a sebességek is megadhatok barmelyik szomszédos tartomanybeli id6 szerint

dr  dr /dtp\ "
_4r [dts 4.1
dty dr < dr > (4.105)

A héjak mozgasanak fejlesztéséhez beliilrsl kifele haladunk és rendre 1ép-
tetjiik mindegyik héjat gy, hogy a szomszédos héjaknak paronként azonos
id6 teljen el a koztes téridGben. ElGszor a legbels6 héjat 1éptetjiik, valamilyen
paraméter szerint, példaul sajat idejében tesziink egy lépéskozt. Ezt kdvetGen
mindig az el6z6 héj kiils6 téridébeli idejét vessziik 1épéskdznek, és a kdvetkezd
héjat a belsé idében léptetjiik ezzel a 1épéskozzel. A numerikus 1épéskozok
szamolasahoz 4-ed rendd Runge-kutta modszert hasznalunk. Ha valamelyik
héj eléri dinamikus tartomanya szélét, vagyis a sebesség zérussa valik, (ezt
tipikusan tgy vessziik észre, hogy a l1épéskdzt nem tudjuk megtenni, mert
az adott sugarhoz tartozo sebesség komplex lenne) akkor a sebesség elgjelét
megvaltoztatjuk, és ugy folytatjuk az evoluciot (természetesen alkalmazunk
egy interpolécios korrekciot, és pontosan kiszamoljuk a visszafordulés helyét
egy a sebesség négyzetére vonatkozo gyokkeresési algoritmussal).

Ha a mozgas fejlesztése soran a héjak sugarainak nagysag szerinti sor-
rendjében egy 1épés utan valtozas allna be, akkor azt jelenti, hogy valahol
iitkozés tortént. Ekkor linearis approximécioval meghatarozzuk az iitkozés
pontos helyét, és az iitkozés fajtdja szerint meghatarozzuk a kimeng para-
métereket. Ha teljesen rugalmatlan iitkozés torténik, akkor a héjak szadma
csOkken a rendszerben. Ha egy héj eléri a kozponti szingularitast, akkor a
gravitacios tomegével megnoveljiik a legbelsé téridé tomegparaméterét, és
nem zérus sugari héjat. A program a kimend adat file-ba kiirja egy lépte-
tés sordn a héjak sugarait, és opciondlisan a sajatidéket, illetve a legbelsG és
legkiils6 id6 paramétert, amig a horizonton nem megyiink at. Megjegyezziik,
hogy rugalmatlan iitkozés esetén a sajatidé nullpontjat nem valaszthatjuk
ugy, hogy folytonosan menjen 4t mindkét héj sajat idejével.

4.4. Szimulaciok

Egymaés kozelébsl kozel azonos kezdifeltételekkel inditott vékony héjak
rendszerével a vastag héjak viselkedését probalhatjuk meg kozeliteni. Ez volt
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a célja az egyetlen cikknek, amelyben héjak teljes evoluciojat vizsgaltak [87],
iitkozések figyelembe vételével és a horizont alatti mozgasleirassal. Az emli-
tett cikkben azonban csak két héj mozgasat tudtak vizsgalni, igy a vastag
héj kozelitése nem volt komolyan vehet6. A doktori munka keretében kifej-
lesztett C++ program kod segitségével, ennél joval nagyobb szamu héjat
tudunk kezelni. ElGszor azonban, miel6tt nagy szamu héjak szimulacidinak
eredményeit kozolnénk, kicsit kevesebb szamu héj esetében vizsgiljuk meg
ilyen héjrendszerek dinamikajanak tulajdonsagait kicsit részletesebben.

4.4.1. Bevezets példa

Ebben a részben az a célunk, hogy héjrendszerek dinamikajanak alapveté
tulajdonsagait tanulmanyozzuk. Nem nagyon sok héjbol all6 rendszert vizs-
galunk, hogy jol lathatd legyen a szimulaciokban az egyes héjak mozgésa.
Az a célunk, hogy megvizsgaljuk, hogyan befolyasoljak a dinamikat egyes
kezd6 adatok és paraméterek, illetve azok megvaltozisa. Ezért azt az utat
kovetjiik, hogy valasztunk egy referencia szimulaciot (a hozza tartozd kezdd
adatokkal), és a tobbi szimulacioban egyszerre mindig csak egyféle kezdd ada-
tot valtoztatunk meg a referencidhoz képest, hogy 0ssze tudjuk hasonlitani
az eredményt a referencia szimulacioval. Az 6sszehasonlité abrakat az 56-57.
oldalakon lathatjuk.

A referencia szimuldciot N = 16 darab radidlisan egyenletesen elosz-
tott egyforma tomegi héj alkotja. A rendszer teljes tOmege 72 egység, és
ez az Osszes szimulacié esetében ugyanaz lesz. Egyediil az (e) abran latha-
tunk eltéré tomegi héjakat. A referencia szimulacié héjainak kezdd sugarai
r((f) = 1999 + ¢, ahol ¢ fut 1-t6l 16-ig, ez az, amit a tovabbiakban gy hivunk,
hogy egyenletes eloszlas. Megjegyezziik, hogy relative csak kicsit kiilonboznek
a kezdG sugarak, de emiatt az egyes héjak feliileti energia strtisége is picit
kiilonbozik egyenlé tomegek esetén. A héjakat nyugalombol inditjuk minden
esetben, tehat v(()l) = 0 minden 7 indexre. Minden esetben por alkotja a héja-
kat, kivéve a (d) abrat, ahol homogén linearis allapotegyenletet feltételeziink.

Nézziik most pontosan mit lathatunk az 56-57. oldalakon taldlhat6 abra-
kon. Az abrakon az r = Zilil r( /16 atlag sugar fiiggvényében van abrazolva
az atlagtol valo eltérés. Eltérs tomegi héjak esetén pedig 7 silyozott atlagot
jelol. Tehat igymond a vastag héj tomegkozéppontjahoz képesti belsé moz-
gast lathatjuk. Mivel kollapszalo rendszereket lathatunk az abrakon, ezért
az atlagsugar idében csokken, és igy az idG irdnya a szokasostol eltérGen
jobbrol balra halad az abrakon. A héjak a grafikonok fiiggGleges metszete
mentén vannak szinkronizalva Schwarzschild id6 szerint. A mozgast ezek-
ben a példakban csak addig vizsgaljuk, amig a Schwarzschild id6 ezt engedi,
azaz amig valamely tartoméany hataraval el nem érjiik az adott tartomany
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tomegparaméteréhez tartozd Schwarzschild-sugarat. Megjegyezziik, hogy az
abrakon az idébeli lefolyéas jobbrol balra torténik. A héjak kezdG sugarai az
abrak jobb szélén pici vizszintes rovatkakkal vannak jeldlve. Egyenls tomegi
héjakat azonos vonalvastagsag reprezentalja az abrakon. A rendszer burkolo-
jan beliili részt sziirkére szineztiik, és a legkiilsé héjtol a masodik héjig tarto
tartoméanyt pedig vilagosabb sziirkével, igy jobban latszik a rendszer siirt-
ségeloszlasa. Az aldbbiakban részletesen ismertetjiik az egyes abrak esetén a
lényeges paramétereket.

(a)

(b)

Az els6 dbran a referencia rendszer szimulacioja lathatdé newtoni koze-
litésben, és a héjak globalis newtoni id6 szerint vannak szinkronizalva.
Minden més abran relativisztikus dinamikai fejlédést abrazoltunk.

A masodik abran a referencia rendszer szimuléacidja lathato relativisz-
tikus dinamika szerinti id6fejlédéssel. A héjak Schwarzschild id6 szerint
vannak szinkronizalva.

Ezen az dbréan ugyancsak egy egyenletes eloszlasi rendszer relativisz-
tikus dinamikai fejlédése lathatd, de a héjat a korabbi 16 helyett 64
részre osztottuk, azaz egy héj tomege 72/64. A héjrendszer teljes szé-
lessége ugyanakkora, vagyis a legbels6 héj kezdd sugara r(()l) = 2000 és
a legkiils6 héj sugara r(()64) = 2015.

Ezen az abran a referencia rendszer szimulacioja lathato relativisztikus
dinamikai szerint, de azt feltételezziik, hogy por helyet a héjak &lla-
potegyenlete homogén linearis, ugyanazzal a w = 0.006 paraméterrel.
A w paraméter értékét ugy allitottuk be, hogy megfelel egy virializalt
rendszerrel valo hasonlésagnak, lasd a D. fiiggelléket.

Ehhez az &dbrédhoz centralt eloszlast rendszer tartozik, ahol a tomeg-
eloszlds a kévetkezs modon jellemezhets: m? = i és m{®") = 9 —
ahol ¢ fut 1-t6l 8-ig. Az Abran minden héj a sajat tomegével linearisan

aranyos vonalvastagsaggal van abrazolva.

Ezen az adbran is centralizalt eloszlast lathatunk, de nem a tomegel-
oszlast valtoztattuk meg, hanem a kezd6 poziciokat, amit lathatunk az
abra jobb oldalan 1évé rovatkakon is.

Az utolso két abran véletlenszert, de egyenletes eloszlast rendszereket
lathatunk. A kezdd poziciok az dbra jobb oldalan lathatok. r{” = 2000,
r{'® = 2015. A kozépss 14 héj kezds sugara pedig a [2000,2015] inter-
vallumbdl lett véletlenszerien valasztva egyenletes eloszlas szerint.
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(a) egyenletes eloszlasu héjrendszer (newtoni dinamika)

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

(b) egyenletes eloszlasu héjrendszer (relativisztikus dinamika)
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(c) egyenletes eloszlasu héjrendszer (relativisztikus dinamika)
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(d) lineéris allapotegyenlet w=0.006 (relativisztikus dinamika)
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(e) centralizalt tomegeloszlasu héjrendszer (relativisztikus dinamika)

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

(f) centralizalt szimmetrikus eloszlasu héjrendszer (relativisztikus dinamika)

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

(g9) egyenletes véletlen eloszlasu héjrendszer (relativisztikus dinamika)

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

(h) egyenletes véletlen eloszlasu héjrendszer (relativisztikus dinamika)

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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8. abra. Héjrendszer radidlis ,tomegkozéppontjanak” mozgdsa. A fenti abran az
(a), (b) és (e) rendszer kozép sugaranak relativ valtozésa van abrazolva a legbelsd
Minkowski tartomény idejének fiiggvényében, amelyet t.-vel jeldltiink. A referencia
annak a héjnak a mozgésa, ami akkor alakulna ki, ha a az iitk6zések nem transz-
parensek lennének, hanem teljesen rugalmatlanok, és igy az els6 fokuszpont utan
az Osszes héj Osszeiitkozne, és egy héjként mozogna tovabb. Az eltérés az egyes
rendszerek kozott elég kicsi a héjrendszer szélességéhez viszonyitva, csak a horizont
felé (az abra jobb széle) kezd jelent&sebben néni az eltérés.

Az 56-57. oldalon lathato abrak Gsszehasonlitasabol sokmindent megal-
lapithatunk. El6szor azonban megemlitjiik, hogy ismert tény, miszerint foly-
tonos modellekben is eléfordul az in. shell-crossing szingularités névvel jel-
lemzett jelenség, amikoris két szomszédos réteg atmegy egymason. Folytonos
modellben, amikor két réteg atmegy egymason, akkor a kozottiik 1évs réte-
gek mar kordbban keresztezték egymast, vagy egyszerre fokuszalodnak, és igy
végtelen nagy feliileti siirtiség alakul ki. A fenti abrakon héjrendszert hasz-
nalva is azt latjuk, hogy az egymas kozelébdl nyugalombol inditott héjak
nemcsak litkdznek, hanem a szomszédos rétegek ossze is torlodnak és szinte
egy pontban egyszerre iitkéznek egymassal. Megjegyezziik, hogy minél t6bb
héjat hasznalunk annél inkabb egy pontba fokuszalodnak, ahogy a (c¢) abran
is latszik. A shell-crossing szingularitast néhany helyen akusztikus szingula-
ritasnak is nevezik, a fenti tulajdonsag miatt ez az utobbi talalobb elnevezés.
A fenti dbrakon végignézve azt tapasztalhatjuk szembetiinGen, hogy a refe-
rencia rendszerhez képest a kiilonb6z6 eltérések a kezd6 adatokban a szimpla
egyenletes eloszlashoz képest minden esetben kivétel nélkiil diszperziot okoz-
nak, abban az értelemben, hogy rendezettlenebb lesz az eloszlés, kiszélesedik,
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a szorasa kisebb valtozékonysagot mutat idében, a fokuszalodas gyorsabban
és jobban ,szétfolyik”. De menjiik végig rendre az dbrakon egyesével.

Lathatjuk, hogy a newtoni dinamikahoz képest (a) mar maga a relativisz-
tikus dinamika bevezetése (b) is diszperziot okoz, hiszen a newtoni esetben
az els6 6t csomopont (jobbrol nézve) erésen fokuszalt, mig a relativisztikus
esetben ez csak az els6 haromra mondhato el. A (d) esetben, amikor line-
aris allapotegyenletet tételeziink fel, vagyis kolcsonhato anyagot tekintiink,
mégha ez a kolcsonhatéis csak az egyes héjakon beliil érvényesiil is, a cso-
mopontok sszébb huzodnak, igy hamarabb kialakul a diszperzio. Az (e) és
(f) centralizalt tomegeloszlast rendszerek evoluciojaban az egységes csomo-
pontok szintet teljesen eltiinnek, és szinte egyenletesen és szimmetrikusan
diszperzalodik a rendszer. Ugyanakkor a héjak eloszlasa az evolicio vége fe-
lé a két legnagyobb tomegii héj koriil koncentralodik, és azok egymés koriil
oszcillalnak. Az (f) abran lathatjuk, hogy ez paros koncentralodas akkor is
megtorténik, ha a centralizalt eloszlast nem a tomegek valtoztatasasval, ha-
nem a kezdé sugarak valtoztatasaval érjiik el. Mindkét abran megfigyelhetd
tovabbé, hogy az oszcillaciok amplitiiddja kezdetben néG, aztan pedig csokken
a horizont felée. Mindegyik abran jol latszik, hogy a legkiils6 héj(ak) relativ
mozgasa jelentGs ingadozas(oka)t mutathat, azaz idGlegesen eltavolodhat a
rendszer kozéppontjatol, és ennek az eltérésnek a rendszer aktualis vastag-
sagahoz mért relativ nagysaga a horizont felé névekszik. Emiatt az effektus
miatt abrazoltuk a legkiils6 tartomanyt halvanyabb sziirkével az abrakon. A
véletlenszeri eloszlasokon azt latjuk, hogy megbomlik a szimmetrikus elosz-
las esetében felléps kettds rétegzddeés.

Mindezek a szimulaciok azt mutatjak, hogy bar az egyenletes eloszlasu
rendszerben nagyon éles a fokuszalodas, ez felbomlik, ha kolesonhatast, és
perturbaciokat visziink a rendszerbe. A folytonos modellben is az okozza a
problémat, hogy a folytonossag feltételez egyfajta nagyon egyenletes elosz-
last. A valosédgban két réteg dthatolasa egyméson iitkozés nélkiil is megtor-
ténhet, mert a részecskék kozott véges tavolsdg van, és nem toltik ki egyen-
letesen a teret, azonban a folytonos modell folytonos térkitoltést feltételez,
és hasonléan a vékony héjmodell is, csak térfogat helyett a feliileten.

4.4.2. Kicsi perturbaciék

Lathattuk a kordbbi szimulaciok alapjan, hogy nagyon eltéré belsd di-
namikaja lehet a héjrendszernek, mikozben a radidlis tomegkozéppont (7)
a 8. dbranak megfelelGen kevéssé valtozik. Ebben az alfejezetben azt vizs-
galjuk meg, hogy egy pici perturbaci6 mennyire valtoztatja meg a mozgas
jellegét és a belsd eloszlast. Pici perturbacio gyanant egy rés (angulul tn.
gap) mozgasat vizsgaljuk, azaz egy sok héjbol allo egyenletes eloszlasi rend-
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9. abra. Rések és ,anti-rések” dinamikdja. A fenti abrakon az evolicio kezdeti
szakaszat abrazoltuk (az els§ két csomopontot egy nagysiagrendileg 100 héjat tar-
talmazo héjrendszer esetén. Az id6 irdnya ezen az abran is jobbrol balra halad. Az
alap rendszer lathato a bal fols§ sarokban, amely egyenletes eloszldsi, nyugalom-
bél inditott rendszer, 101 por héjat tartalmaz, a héjak tomege és a héjak kozotti
tavolsag is egységnyi, a bel6 sugar 10000. Bal kozépen ugyanez a rendszer, csak
beliilr6l a 31. héj tomegét megduplaztuk. Jobb feliil és kozépen egy-egy rés dinami-
kaja lathato, folil az 51., kozépen a 31. héjat vettiik ki a rendszerbdl, igy a héjak
szama 100. Legalul egyenletesen elosztva 10 héjat vettiink ki a rendszerbdl vagy
duplaztuk meg ugyanezen héjaknak a tomegét (antirések). Az abrazolt tartomany
7 € [9425,10050].
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10. Abra. Rés hosszi tdvi fejlédése. Ezen az dbran a 9. abra jobb folsé sarkaban
1év6 rendszer hosszabb tava iddéfejlgdését lathajuk.

szerb6l kivesziink egy héjat, és Osszehasonlitjuk a mozgast az eredeti egyen-
letes eloszlashoz tartoz6 mozgassal. Vizsgéljuk a rés ellentettjét is, amikor
az egyik héj tomegét megnoveljiik, jelen esetben kétszeresére. A megndovelt
tomegt héjakat az abrakon dupla vonalvastagsaggal abrazoljuk. Lathatjuk,
hogy egyetlen héj elvétele, vagy hozzatétele a rendszerhez, jelentésen meg-
valtoztatja a héjrendszer belsG mozgasat és eloszlasat. A valtozas szemmel
lathatoan drasztikus, pedig a valtozas egy rés esetén a tomegben csupéan 1%-
os. Rés esetén az lathatjuk, hogy a rés kiszélesedik, és a rés széléhez kozeli
héjak picit Osszestiriisodnek és a rés koriil egy ,kéreg” keletkezik. Az antirés
esetén azt lathatjuk, hogy a szomszédos héjak oszcillalni kezdenek a nagyobb
tomegt héj koriil. Az antirés hatasa, azonban joval kisebb a stirtiségeloszlast
tekintve az abrak alapjan, lasd kozéps6 sor. Ugyanakkor egyenletesen elosz-
tott rések vagy antirések hosszu tavon hasonlé csomoésodasokat hoznak létre
a rendszerben.

A 10. Abran a fenti esetekbdl abrazoltuk azt, amelyikben az 51. héjat vet-
tiik ki, csak joval hosszabb ideig, és minden héjat eltér6 szinnel dbrézoltunk,
igy sokkal jobban latszik, hogy miként valtozik az héj belsejének és szélei-
nek egymashoz viszonyitott helyzete az id6fejlédés soréan. Lathatjuk példéaul,
hogy a kezdeti rendszer széle hosszi id§ utan a belsé ,jlireg” szélére keriil. Az
iireg tehat kifordul, és egyuttal meg is vastagszik.

4.4.3. Vastag héjak diszperzidja

Az el6z6 két alfejezetben megismerkedhettiink a héjrendszerek alapvetd
tulajdonsagaival. Lathattuk, hogy egyenletes eloszlas esetén a héjak oszcilla-
ciot végeznek a radidlis tomegkozéppont koriil, és csomopontokba fokuszalod-
nak a héjak, amik létrehozzék az akusztikus szingularitast. De azt is lattuk,
hogy amint a kezdd&feltételekkel eltériink az egyenletestol, ezek a csomdpontok
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11. aAbra. Vastag héjak szimuldcidja és a radidlis diszperzié iddfejlédése. A jobb
lathatosag kedvéért a fenti grafikonokon balrél jobbra halad az id6. A vizsgalt rend-
szer 100 héjbol all és teljes tomege a Fold tomegének Gtszordse. Kozponti tomeg
nincsen. A rendszer kezdeti radialis eloszlasa Gauss-eloszlas, 50000 CSE atlagsugar
koriil. Az id&fejlédés sordn a sziirke tartomény hatara jeloli a rendszer radialis szo-
rasadnak valtozasat, a kezdeti radiélis szoras tehat leolvashaté a sziirke sav tengely-
metszetérsl. A radialis kezdGsebesség eloszlasa ugyancsak Gauss-eloszlds, melynek
kozépeértéke zérus és szorasa 0.01. Az (a) grafikonon a rendszer por héjakbol all,
azaz a kinetikus energiat teljes egészében a radialis sebességek adjak. A (b) grafi-
konhoz tartozé rendszerben a kinetikus energiat a viridltétel szerint megosztjuk a
radialis sebesség és a homogén linearisnak feltételezett allapotegyenlet kozott, igy
a radialis kezdGsebesség éppen harmada az (a) rendszerhez tartozo adatoknak.

kiszélesednek és felbomlanak, ugyanakkor az is latszik, hogy az egymaéashoz
kozel halado héjak szeretnek Osszestirtisodni, és ezért fonalas szerkezet alakul
ki. Tovabbra is kérdés tehat, hogy a valosidgos vastag héjak esetében fellép-e
az akusztikus szingularitas, vagy sem. Az eléz6 alfejezet tapasztalati alap-
jdn, most azt vizsgaljuk, hogyha kiilonféle perturbalé hatasokat egyszerre
engediink érvényesiilni, akkor mennyire diszperzalodik a rendszer. Ebben a
fejezetben a newtoni esetre korlatozodunk, mert az akusztikus szingularitas

jelensége ebben a kozelitésben is fellép, célszert tehat az egyszeriibb esetet
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vizsgalni. Most sok héjat hasznalunk, hogy a rendszer kis méretébdl adodo
effektusokat elkeriiljiik. A héjak tomegét tovabbra is azonosnak vessziik, mert
annak a perturbalasabol adodo effektus nagyon hasonld a pozicidok pertur-
baciojahoz, és ez utobbit szerencsésebb alkalmazni, mert ebben az esetben
azonos vonalvastagsagot hasznalhatunk minden héj mozgasanak abrazolasa-
hoz. A rendszer tomegkozéppontjanak mozgasa viszonylag pontosan leirhato,
ugyanakkor a héjak bels6 relativ mozgasa kaotikusnak tinik az iitkozések fi-
gyelembe vételével. Kérdés hogy a héj tomegeloszldsanak magasabb momen-
tumai, azaz példaul a radialis irdny1d szords, amit a rendszer vastagsaganak
nevezhetiink, hogyan valtozik. Ennek vizsgalatdhoz mar olyan sok héjat kell
vegylink, amelyek egyesével nem vizualizalhatok jol, ezért a szoras valtoza-
sara koncentralunk, amit a héj vastagsagaval azonosithatunk.

A 11. abran N = 100 héjbol all6 rendszer id6fejlédését lathatjuk. A kezds-
feltételekben a valosagos statisztikai rendszerekre érvényes kezdgfeltételeket
akartuk szimuldlni, ezért a radialis eloszlast, és a sebesség eloszlast is valo-
szintiségi eloszlasnak tekintettiik, éspedig Gauss-eloszlast feltételeztiink. Két
esetet hasonlitunk Gssze az abran, az (a) esetben por héjat feltételeziink, a (b)
esetben pedig ugyanolyan kezd&feltételeket tekintiink, de a kinetikus energiat
a virialtétel szerint megosztjuk a radialis sebesség és az allapotegyenlet ko-
zott, lasd a D. fiiggeléket. Jol lathato, hogy a szérasban az oszcillacio hamar
kisimul, tehat a valoszintiségi eloszlasok biztositjak, hogy ne alakuljon ki az
akusztikus szingularitas, és ezek szerint a vastag por héjak viselkedése elég
jol szimulalhato héjrendszerek segitségével. Az is lathato, hogyha a kinetikus
energia teljes egészében a radidlis sebességeloszlasban van, akkor természetes
modon nagyobb a diszperzio, viszont a (b) esetben a  kisimulas” erdteljesebb.

4.4.4. Tomeg inflacid

A tomeg inflacié egy ismert jelenség, amely csak a horizont alatt alakul-
hat ki. Héjmodell esetén tomeg inflacio alatt azt értjiik, hogy a héjak kozotti
tartomanyok Schwarzschild tomeg paramétere tetszéleges nagyra nd, és egy-
uttal meghaladja a legkiils6 Schwarzschild tomeg paraméter értékét, vagyis
a teljes rendszer tomegét. Ez természetesen csak gy lehet, ha valamely héj
gravitacios tomege negativva valik, amely csak a horizont alatt fordulhat eld.
A tomeg inflacio nincsen ellentmondasban az energia feltételekkel, mert a hé-
jak sajat tomege, azaz feliileti energia stirtisége a pozitiv marad, s6t minden
egyes tartomanyban is pozitiv a Schwarzschild tomeg paraméter, csak nem
monoton novekszik kifele. Tomeginflacio folytonos modellekben is elGfordul,
lasd [86], de folytonos modellekben sokféle témeg definialhato.

A jelenséget legegyszeriibb tigy vizsgalni, ha csak két héjat vizsgalunk,
amelyek kozott transzparens athatolast feltételeziink. A (3.91) képlet alap-
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12. abra. Témeg infldcio jelensége. M abrazolasa log-log skilan lathato az iitko-
zési sugar fliggvényében. Az also pontsorozat (4) por héjak rendszeréhez tartozik,
mig a felsd (x) w = 0.1 paramétert linearis allapotegyenletii héjak rendszeréhez.
Mindkeét gorbére jol illeszkedik az also becslés képlete altal josolt —(1 4 2wy + 2ws)
meredekségii egyenes. Por héjak esetén a képletbe wq = we = 0 helyettesitends. A
két nyilacska azt mutatja, hogy hol torténik az elGjelvaltas. Csak elGjelvaltas utan
fordulhat el6, hogy lehet My > M3, vagyis a kiils§ héj gravitdcidos tomege negativ,
amely az abra szerint is teljesiil, amikor a rendszer a vizszintes vonal f6lé keriil,
amely a teljes tomeg, vagyis a kiils§ tartomany Schwarzschild tomegparamétere.

jan, kihasznalva, hogy Ag pozitiv, azt kapjuk, hogy minden iitkozés esetén
érvényes az alabbi egyenlGtlenség

Ag Z 1Mo

(4.106)

Tec
Az My+ My = M;s + Ag Osszefiiggés alapjan, bevezetjiik minden {itkozésnél
az M = L(M, + M,) atlag tomegparamétert, vagyis az iitkozés el6tti és
utani héjak kozotti tartomanyok Schwarzschild tomeg paramétereinek kézép
értékét, azt kapjuk, hogy
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Amikor az r. iitkozési sugar zérushoz tart, akkor Ag > Mj. Feltéve, hogy
a héjak allapotegyenlete homogén lineéris w; és wy paraméterekkel, a (2.37)
Osszefiiggést felhasznalva azt kapjuk, hogy

1
Mz (M3 + m1m2> (4.107)

M z Cp~(F2ort2ws) (4.108)

ahol C' konstans. Mindez csak alsd becslés a koztes tartomany tomeg pa-
raméterének valtozasara, de a jelenséget konkrét esetekben (konkrét kezdd
adatokkal) numerikusan is meg tudjuk vizsgalni. A szimulaciok alapjan meg-
allapithato, hogyha a rendszer kezdeti paraméterei olyanok hogy a horizont
alatt oszcillacio alakul ki a két héj kozos radialis tomegkdzéppontja koriil,
akkor tomeg inflacio is kialakul, és a tomeg sugar szerinti novekedése nem
fiigg érzékenyen a kezdeti paraméterektdl, vagyis r. — 0 esetben az aszimp-
totikus viselkedés ugyanaz a hatvany fliggvény lesz. Az abran az iitkozési
sugar fiiggvényében abrazoltuk az M-et log-log skalan, igy a hatvany fiigg-
vények meredeksége leolvashato az egyenesek meredekségeib6l. A rendszer
paraméterei megegyeznek az [87| altal vizsgalt rendszerrel, hogy eredménye-
inket Osszehasonlithassuk. Ezek a kezd6 adatok a kovetkezSk: mys,, = 0,
mi? = m{? =100, m{" =100, m) = 90.05906. Az egyik gérbe két por
héjbol allo rendszerhez tartozik, a mésik gorbe ugyanahhoz a kezdg feltételd
rendszerhez, de w; = wy = 0.1 allapotegyenletti héjakhoz tartozik. Megje-
gyezziik még, hogy a numerikus algoritmusnak a konvergencidjat is vizsgél-
tuk, és a konvergencia megallapithato, ahogy azt a [114] cikkben szerepls 11.
abra is mutatja.

4.5. Osszefoglalas

Gyakorlati szempontbdl a doktori munka legf6bb eredménye annak a
C-++ programkodnak a létrehozésa, amellyel az ebben a fejezetben ismer-
tetett numerikus eredményeket is szarmaztattuk. Ennek a programkodnak
szamos elénye van, amelyeket az alabbiakban foglaltam 0ssze. Természetesen
a program megirasanak feltétele volt az is, hogy a héjak dinamikija mellett,
kidolgoztuk a héjrendszerek megfelel leirdsat.

e A gyors numerikus szamitast biztositja, hogy a program C-+ nyelven
irodott. Ezen kiviil kiilonféle tritkkokkel még gyorsitva is vannak a sza-
mitasok. Ilyen triikk példaul, hogy bizonyos fiiggvények kiértékelésénél
az eredményt eltarolja a program a memoridban, mert az algoritmust
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végigkovetve kideriil, hogy késébb is sziikség lesz még ugyanarra az
eredményre. Ez azért lényeges technikai megoldéds, mert a C++ objek-
tum orientalt nyelv, amelynek az el6nyeit ki is hasznaljuk, ez viszont
tobbnyire azzal jar, hogy minden elemeire van bontva, és kiilén objek-
tumként kezeljiik, ezért a belsé miiveletek részeredményei elvesznek, ha
nem vigyazunk, és csak a végeredmény szamit, amikor egy objektum
fiiggvénye hivasra kertil.

A programcsomag objektum orientéalt nyelven irodott, és a magja az a
konyvtar, amely tartalmazza az egyes objektumokat, mint példaul az
allapotfiiggvény, a héj és a héjrendszer. A felhasznal6 ezeket az objek-
tumokat akar kiilon-kiilon is hasznélhatja. Az objektumok biztositjak,
hogy konnyen attekintheté a struktira, és konnyebben lehet modosi-
tani, akar csak egyes részleteit is. Méas felhasznalok akar tovabb bd-
vithetik, vagy lecserélhetik az egyes numerikus algoritmusokat igényeik
szerint. A kdnyvtarban egy szimpla kapcsolo lehetéséget ad arra, hogy
newtoni, Schwarzschild vagy Eddington id6 szerint fejlessziik a héjakat.

Az el6z6 pontban emlitett konyvtar mellett, azonnal futtathaté progra-
mok is helyet kaptak a programcsomagban amelyekkel tetszleges nagy
rendszerek szimuladlhatok newtoni vagy relativisztikus dinamika szerint.
A programok a szimuldland6 héjrendszer adatait egy szdveges beme-
neti adat file-bol olvassdk be, amely egy szovegszerkesztGvel konnyen
modosithato. A kimeneti adat file-ba pedig a mozgast leir6 adatsorok
mellett megjegyzések is keriilnek, példaul az esetleges tlitkozések he-
lyén az iitkdzés paraméterei is kiirasra keriilnek. A program meghivasa
soran beallithatjuk a numerikus felbontas pontossagat, azonban ett6l
fiiggetleniil allithato be a kimeneti adat file-ba a 1épéskoz.

A programcsomaghoz szamos segédprogram is tartozik. Példaul olyan,
amelyik legyartja az eredményeket abrazolé gnuplot scriptet. Ez kiilo-
nosen sok héj esetén lényeges.

Miutan ecseteltiik a programcsomag elényeit, térjiink ra arra, hogy a
numerikus eredményeink alapjan milyen fontos megallapitasokat tehetiink.
Legfébb célunk az volt, hogy sok héjbol all6 rendszerek viselkedését tanul-
manyozzuk, amelyre eddig senkinek nem volt lehetésége. Igy jobban megért-
hetjiik a valodi vastag héjak dinamikajat is, és tobbek kézott a shell-crossing
szingularitas jelenségét. A shell-crossing szingularitas jelensége héjmodellben
nem csak azt jelenti, hogy a héjak iitkoznek egymaéssal, hanem azt is, hogy
az litkozések Osszefokuszalodnak, lasd az egyenletes eloszlas esetében. Azt
talaltuk, hogy ez a fokuszalodas relativisztikus esetben kisebb mértéki, mint
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newtoni esetben, azonban még érdekesebb, hogy a fokuszalodas felbomlik, ha
megtorjiik a szimmetriat. Azt taldltuk, hogy a rendszer radialis eloszlasdnak
szorasa az elsG fokuszpont utédn gyorsan kisimul, ha a héjak kezds adatait
(koordinétéak és sebességek) Gauss-eloszlasbol szarmaztatjuk.

Erdekességként megvizsgaltuk azt is, hogy az egyenletes eloszlast rend-
szerben okozott pici perturbaciok, mint amilyen egy rés vagy ,anti-rés” milyen
modon befolyasolja a dinamikat. Azt talaltuk, hogy a radialis tomegkozép-
ponthoz viszonyitott relativ belsé mozgas drasztikus mértékben és igen rovid
idén beliil megvaltozik csupan 1%-os perturbécio esetében is. A rés eseté-
ben a rés gyors kiszélesedését és kéregképzidés jelenségét figyeltiik meg a rés
szélén, majd hosszi tavon a kiszélesedett iireg ,kifordulasat”. Antirés esetén
csomosodast figyeltiink meg az antirés koriil.

Egy masik érdekes és a héjmodellben keveset tanulméanyozott jelenség, a
tomeg inflacio jelensége. A graviticids tomeg negativitdsa a képletekben mér
korabban is megmutatkozott [87], de csak egyetlen iitkozés vizsgalatara korla-
tozodtak a vizsgalatok [67]. A héjformalizmus kivaloan alkalmas arra, hogy a
tomeg inflacid jelenségét egy dinamikai folyamat végigkovetésével vizsgaljuk,
és ezt elsGként végeztiik el. A tomeg inflacioval kapcsolatos eredményiink egy
analitikus becslés, mely szerint a tomeg legalabb a (4.108) képletben megfo-
galmazott als6 korlat szerint robban fel. Ezt numerikusan is igazoltuk, és azt
talaltuk, hogy az eredmény nem fiigg érzékenyen a kezdg adatoktol.
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5. Gravastar

A gravastar egy hipotetikus csillagmodell, amely a fekete lyuk alterna-
tivaja kivan lenni. A gravastar centrumaban a térid6 de Sitter-szert, amely
a szokasos kiils6 Schwarzschild vakuumhoz olyan médon kapcsolodik, hogy
a konstrukcio elkeriili az eseményhorizont kialakulédsat. A két téridé kozotti
atmenet sokféle modon elképzelhetd, és ennek megfelelGen szamos gravastar
modell létezik, ezért a gravastar tulajdonképpen gyijtéfogalom, amely az
angol ,,gravitational vacuum star” kifejezésbél szarmaz6 mozaikszo.

A tovabbiakban roviden koriiljarjuk, hogy miért lehet sziikség alternativ
fekete lyuk modellekre, és hogy ezek koziil a gravastar miért kap mostanédban
kiemelked§ figyelmet. Ezt kovet&en a héj formalizmus segitségével konstrual-
hato egyszerii gravastar modellt ismertetiink, aminek megvizsgéljuk f6bb tu-
lajdonsagait, kiilonos tekintettel a stabilitasat. Ez utobbihoz egy 1j modszert
hasznalunk, felhasznalva a héjak dinamikajara vonatkozo eredményeinket.

5.1. Alternativ fekete lyukak

Egyre tobb asztrofizikai megfigyelés tdmasztja ald olyan nagy tome-
gl objektumok létezését az Univerzumban, melyek kiterjedése kozel van a
Schwarzschild-sugéarhoz, ahol az eseményhorizont kialakulasat varjuk [94, 95,
96]. Ezeket az objektumokat szokas széles korben fekete lyukaknak nevezni,
annak ellenére, hogy az eseményhorizont létezését megfigyelésekkel bizonyi-
tani elvileg nem lehetséges kiils6 megfigyelGknek [97]. Az altalanos relativitas
klasszikus elmélete gombszimmetria esetén a jol ismert Schwarzschild fekete
lyukat josolja, mint a gravitacios Osszeomlas statikus végallapotat, melynek
metrikaja

2 Rg 2 142 Rg - 2 2 102
ds :_<1_T)Cdt —i—(l—T) dr® +rdQ (5.109)
ahol Rg = 2GM/c* a Schwarzschild-sugar, ¢ a fénysebesség, G a gravitaci-
6s konstans, M a fekete lyuk témege, dQ? az egység gémb ivelem négyzete,
t a Schwarzschild id6koordindta és r a sugar koordindta. Ennek a metrika-
nak r = 0 helyen tn. gorbiileti szingularitisa van, amely azt jelenti, hogy a
gorbiilet végtelenné valik a centrumban, ezaltal végtelen arapaly erék ébred-
nek. A kdzponti szingularitasba futo vilagvonalak tovabb nem folytathatok.
Az energia-impulzus tenzort tekintve ez a megoldés egy tomegpontot ir le,
amelyben az 0sszes anyag bezuhant egy centralis szingularitasba, vagy 6rok-
t6l fogva a szingularitasban van, vagyis az origén kiviil mindenhol vakuum
van. Nyilvanvalo, hogy a kvantuumgravitacio elméletének hidnyaban ezt a
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centrélis szingularitasba omlé megoldast nem tekinthetjiik mindenhol érvé-
nyesnek teljes bizonyossidggal. A metrikinak rdadasul van egy masik szin-
gularitasa is 7 = Rg helyen, amely tn. koordinata szingularitas, vagyis ki-
transzformalhato egy megfelel6 koordinata valasztassal. Ez azt jelenti, hogy
klasszikusan semmi kiilénés nem torténik, ha egy teszt részecske atmegy a
horizonton, amely az r = Rg gdombfeliilet. Mivel nincs még a kvantuumme-
chanikdnak és a gravitacionak egy konzisztens elmélete jelenleg, ezért nem
tudjuk pontosan, hogy mi a helyzet, ha kvantuumos részecskéket vizsgalunk,
de szemi-klassziksus kozelitésekben az eseményhorizontnak kitiintetett sze-
repe van. JoOl ismert példaul, hogy a fény végtelen kékeltolodast szenved a
horizonton [98], vagy emlithetjiik az tin. informéacios paradoxont, amely mé-
ig egy tisztazatlan probléma a fekete lyukak fizikajaban [99]. Altalanosan
megéllapithatjuk, hogy a fekete lyukakkal kapcsolatos esetleges problémak a
kvantum mechanikdhoz kapcsolodnak, és az esemény horizont kornyékén vagy
az alatt jelentkeznek. Annak ellenére, hogy a fekete lyukak koncepcidja széles
korben elfogadott tudoméanyos kérokben, nyilvanvalo, hogy a felvet6dott kér-
désekre csak a kvantuum-gravitacié koherens elmélete adhatja meg a végso
valaszt, és amig nincs a birtokunkban ilyen elmélet, addig nem tudhatjuk,
hogy milyen pontossaggal vehetjiik érvényesnek a gorbiileti szingularitassal
és eseményhorizonttal rendelkez6 Schwarzschild megoldéast.

Ezek az elméleti problémék motivaltak a kutatokat, hogy a fekete lyukak
helyett olyan alternativ megoldasokat keressenek, melyekben a gravitécios
Osszeomlas végpontja egy eseményhorizont nélkiili allapot. Az altalanos otlet,
hogy allitsuk meg az 6sszeomlast még azel6tt, hogy kialakulna az eseményho-
rizont. Ehhez altaldban valamilyen egzotikus tulajdonsigi anyag bevezetése
sziikséges. Az irodalomban fellelhets probalkozasokrol egy részletes attekin-
tést ad Visser 6sszefoglalo cikke [100]. Ezen alternativ modellek koziil az egyik
legtobbet tanulmanyozott az Gn. gravastar, melyet agy kapunk, hogy egy bel-
s6 de Sitter térid6 tartomanyt Osszeillesztiink kiilsé Schwarzschild vakuum-
mal. A belsé de Sitter térid§ értelmezhetd sotét energiaként, mivel pedig az
Univerzumban jelenleg mérhets gyorsulva tagulas ugyancsak magyarazhato
a sOtét energia koncepcidjaval, ezért a gravastar modell az alternativ fekete
lyuk megoldasok kozott mostanaban a figyelem kdzéppontjaba keriilt. Azal-
tal hogy a kozéppontban a Schwarzschild téridét de Sitter téridére cseréljiik
automatikusan elkeriiljiik a kozéppontban a gorbiileti szingularitast. Ez a
gondolat nem tjkeletii, mar a 80-as években folvetették [101], s6t a Schwarz-
schild — de Sitter modell dinamikajat is megvizsgaltik, azonban a szerzék
arra az esetre koncentraltak, amikor az illesztés helye az eseményhorizont
ala esik, tipikusan a Planck-skala nagysagrendjébe [102|. A gravastar modell,
ami Mazur és Mottola nevéhez flizddik [103], ett6] csak annyiban kiilonbozik,
hogy az illesztést a Schwarzschild-sugaron kivilre helyezik, eziltal elkeriilve
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azokat a problémakat is, amelyek az eseményhorizont létezéséhez kapcsolod-
nak. Mazur és Mottola eredetileg kézolt irasaban egy ttulbonyolitott sokrétegi
modell szerepelt. Azota azonban szamos hasonl6 modellt publikaltak, ame-
lyek alapvetGen két nagy csoportba sorolhatok a de Sitter és Schwarzschild
kozotti Atmenet tipusa alapjan. A két tartomany kozti atmenet lehet folyto-
nos, amelyben az anyagsiiriiség a sugar folytonos fiiggvénye [106, 107, 108],
vagy az illesztést biztosithatjuk infinitezimélis héjak segitségével. A folyto-
nos esetben az adoédik, hogy a nyomasnak anizotropnak kell lennie bizonyos
tartoményban, azaz a tangencialis és normalis iranyt nyomasok kiilénbo6z-
nek egymastol [104]. Infinitezimalis héjak esetében a sugarirAnyd nyomas
eltiinik a modellbdl, igy értelmetlen anizotropiardl beszélni. Természetesen a
folytonos modellek realisztikusabbak, azonban a héjak sokkal egyszertibben
kezelhetsk, és ez utobbi esetben is vizsgalhatok a gravastar legfontosabb jel-
legzetes tulajdonsagai. E dolgozat eredményeit folhasznélva természetesen ez
utobbival fogunk részletesen foglalkozni.

Bar a gravastar modell konstrualasabol adodéan megold bizonyos problé-
mékat, amelyek a fekete lyukakkal kapcsolatosan 1éptek fel, rogton folvetsd-
nek més probléméak, amelyeket tisztazni kell. A harom legfontosabb kérdés:

e Hogyan tud kialakulni egy ilyen objektum a csillagfejlédés soran?
e Termodinamikailag és dinamikailag stabil-e a konstrukci6?
e Ha valoban léteznek gravastarok, a fekete lyukak 1étét kizarjak-e?

Az elsG a legnehezebb kérdés, amelyre iddig még nem nagyon probalkozott
senki lehetséges magyarazatot adni. A termodinamikai stabilitdsra mar Ma-
zur és Mottola is ramutatott. A radidlis stabilitdst Visser és Wiltshire vizs-
galta a legegyszeriibb héjmodellen [105], és axialis stabilitasi vizsgalatokat is
végeztek [108, 109]. Ezekbdl a dinamikai vizsgalatokbol az deriilt ki, hogy
létezik a konfiguracios térben stabil egyensiilyi vagy akéar stabilan oszcilla-
16 gravastar allapot, de ezek az allapotok a konfiguraciés térnek csak kis
részét jellemzik, és nem zarjak ki fekete lyukak létezését sem, hiszen lehet-
ségesek olyan kezddéfeltételek is, amikor egy kezdeti instabil de Sitter — Sch-
warschild modell fekete lyukka omlik 0ssze. Természetesen amig nem tudjuk,
hogy a csillagfejlédés soran hogyan juthatunk ilyen egzotikus &allapotokba,
addig nincs értelme a konfiguracios tér egyes részeinek mértékét osszehason-
litani, akarhogy is definidljuk a mértéket. Az is kideriilt tovabbé, hogy, amikor
a gravastar sugardval a Schwarzschild-sugarhoz kozelitiink, akkor sériil a do-
minans energiafeltétel, ami az altalanos relativitaselmélet egyik legfontosabb
kauzalitasi feltétele. Ez a kauzalitas sértés fellép mind a folytonos [104], mind
pedig a héjmodellek esetében [112]. Tehat, ha stabil lenne is a gravastar, nem
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tudunk vele tetszGleges pontossaggal imitalni egy fekete lyukat. Raadasul az
is kideriilt, hogy a gravastar és méas alternativ fekete lyuk modellek is instabi-
lak a gyors forgés esetében [109], marpedig megfigyelések alapjan asztrofizikai
objektumok gyors forgasa a természetben viszonylag gyakori [110, 111].

5.2. Gravastar héjmodell

Az alabbi vizsgalatokban Visser és Wiltshire féle gravastar héjmodellt
fogjuk hasznalni [105]. Ebben a modellben a bels§ de Sitter régiot a kiilsg
Schwarzschild vakuumtol egyetlen héj valasztja el, igy a dolgozatban ismerte-
tett héj formalizmus alkalmas arra, hogy ezt a modellt részleteiben vizsgaljuk.
A belsé6 de Sitter régio energiasiirtisége legyen po, a kiils6é Schwarzschild vaku-
um tomegparamétere legyen M, amely lényegében a gravastar teljes tomege.
A két régio hataran feltételeziink egy infinitezimalisan vékony gémbhéjat,
melynek sugara a, és amelyet dinamikusan engediink valtozni. A héj feliile-
ti energiastiriisége legyen o, feliileti fesziiltsége!® pedig 6. Feltételezziik még
tovabba az allapotegyenlet létezését 0 = 0(o) kapcsolat formajaban.

5.2.1. Dinamikai egyenletek

A tovabbi vizsgilatokhoz érdemes lesz bevezetni az aldbbi dimenzitlan
valtozokat. A dimenziotlan sugar a = a/(2M ), a dimenziotlan feliileti ener-
giasiirtiség > = oM, a dimenziotlan feliileti fesziiltség © = OM, a dimenzi-
otlan de Sitter energiastirtiség n = 8kM?, ahol k = 4mp,/3. Hogy elkeriiljiik
az eseményhorizont kialakulasat a kiils6 Schwarzschild régioban, az 1 < «
egyenlGtlenségnek fent kell allnia. Ahhoz pedig, hogy a belsé de Sitter ré-
gioban elkeriiljiik a ,kozmologiai” horizont kialakulasat o < n~1/2 egyenl6t-
lenségnek kell fent allnia. Gravastar megoldast tehat csak 0 < 7 < 1 esetén
kereshetiink. Megjegyezziik még tovabba, hogy dinamikus esetekben az id&t
a héj dimenziotlan sajatidejével mérjiik, azaz 2M egységekben.

A de Sitter tartomany hataran a tomegfiiggvény m_ = ka® a kiils6 Sch-
warzschild tartoményban pedig m, = M konstans. Ezt felhasznalva a fenti
dimenziotlan valtozokkal a gémbszimmetrikus vakuum illesztési egyenletek
alapjan azt kapjuk, hogy

15 A feliileti fesziiltség a 2. fejezetben kétdimenzids nyomésnak nevezett mennyiség el-
lentettje: § = —P. Csak azért hasznéljuk a feliileti fesziiltséget a nyomas helyett, mert a
gravastarokkal foglalkoz6 irodalomban ez terjedt el.
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1
Y = —<\/1—77042+o'z2—\/1—0f1+022>, (5.110)

8ma
o — 1 1—2na2+d2+ad_1—a‘1/2+d2—'i—ad (5.111)
16ma V1 —na?+ a2 VI—alF a2

ahol a pont a tovabbiakban a dimenzi6tlan sajatidé szerinti derivaltat jeldli.

Gravastar esetén is megkdveteljiik, hogy a héj energiastirtisége ne legyen
negativ, ez pedig azt jelenti, hogy az (5.110) egyenlet jobb oldalan az els6
tag nagyobb kell legyen mint a mésodik tag, amelybél pedig az kovetkezik,
hogy o < n~'/3. Vegyiik észre, hogy ez az a-ra vonatkozo feltétel erdsebb,
mint amely a de Sitter horizont elkeriilésébdl adodott. Azt is megjegyezziik,
hogy rogzitett a mellett, > akkor éri el a maximumat, ha ¢ eltinik.

A gravastar dinamikajanak leirdsahoz érdemes bevezetni az an. effektiv
potencialt, V(a) = —a&?/2 kifejezést, amely az 6?/2 + V(a) = 0 dinami-
kai egyenletet definialja. Atrendezés és kétszeri négyzetre emelés utan némi
algebrai manipulacioval kapjuk az (5.110) egyenletb6l, hogy

Via) = %

2
n 1+na®
1+ ——=— — [ 4mra X — . 5.112

* 6420 32 () ( maX(a) + 1672 E(a)) ] ( )

Ha ismerjiik a héj allapotegyenletét, akkor > meghatarozhaté o fiiggvényé-
ben, és ekkor a V' («) effektiv potencial is meghatarozhato a sugér fiiggvényé-
ben és igy leithaté a héj mozgasa.

Fontos megjegyezni, hogy a fent definialt effektiv potencial csupan —d&?/2
kifejezésre hasznalt jelolés, és nem tekinthetiink ra gy, mint egy valodi kiil-
s6 potencialra, ugyanis jelen esetben a teljes energia definici6 szerint mindig
zérus, azaz a kinetikus energia megvaltoztatasa automatikusan magéaval von-
ja a potencial megvaltozasat is. Ez onnan is latszik, hogy a kezdGsebesség
megvaltoztatasaval megvaltozik a kezdeti Xy feliileti energiasiirtiség, ez pedig
megvaltoztatja a 3(«) fiiggvényt, és ezaltal megvaltozik a V' («) potencial is.

5.2.2. Egyensiilyi helyzetek

Ebben a részben az egyensiilyban 1év6 gravastarokat vizsgaljuk, amikoris
a gravastar nyugalomban van, és a héjat mozgaté erdk is egyensilyban van-
nak, azaz V(ap) = 0 és V'(ap) = 0, ahol az aposztrof a dimenzidtan sugar
szerinti derivaltat jeloli. V(ag) eltiinésébdl definicio szerint kovetkezik, hogy
& = 0. Ugyanakkor az is belathato, hogy V'(ag) elttinésébdl pedig & = 0
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kovetkezik. Egyelére még nem vizsgaljuk az egyenstlyi helyzet stabilitasat
csak a létezésének feltételeit.

Az egyensilyban 1évG gravastarok jellemzésére bevezetjiik a 2o = ()
és ©g = O(ayp) jeloléseket. Az 5.110 és (5.111) dinamikai egyenletekbe a = «v,
a =0 és & = 0 helyettesitve kapjuk, hogy

1
— _ 2 _ _ -1
Yo = F— (\/1 nog \/1 Qg ) , (5.113)

1 1 — 2na? 1—1ia;!
O, = ( % -~ 2% ) . (5.114)

167y \/1—77043 \/1—0461

Az (5.113) és (5.114) algebrai egyenleteket és Xg(n, ag) > 0 feltételt fel-
hasznalva megmutathato, hogy , (7, ap) mindig negativ, vagyis nem kell
negativ nyomasu exotikus anyagot feltételezniink a gravastar feliiletén.

Megjegyezziik, hogy abban az esetben ha az allapotegyenlet adott, ak-
kor egy egyenstlyban 1év6 gravastar esetében 1 és g koziil csak az egyik
mennyiség valaszthato szabadon, hiszen (5.113) és (5.114) egyenletek alapjan
wy = —0Og /Lo konzisztens kell legyen az allapotegyenlet altal a kezdd alla-
potban rogzitett értékkel. Ha azonban nem rogzitjiik az allapotegyenletet,
hanem altalaban vizsgalodunk, akkor az egyensilyban l1évs gravastarok pa-
rametrizalhatok az (1, o) paraméter parossal, és ebben az esetben wy(n, ap)
értéke adott paraméterii egyensiilyi gravastarra meghatarozodik (5.113) és
(5.114) alapjéan.

Jellemezni szeretnénk az egyensulyban 1évs gravastarokat az (v, n) sikon.
Ehhez elsGként azt vizsgaljuk meg, hogy a dominéns energiafeltétel mely
tartoményon teljesiil. Megmutathato, hogy egyensilyi helyzetben, amikor X
nem negativ, akkor O negativ. Ez azt jelenti, hogy a dominans energiafeltétel
a 0 < wy < 1 kovetelménnyel ekvivalens. Az a tartomény az («g,n) sikon,
ahol ez teljesiil a 14. abréan lathato, és a wo(n, ap) = 1 gérbe hatarolja feliilrél,
aminek implicit egyenlete megadja a maximalis 1 értéket

b, 6002 — 3609 — 25 + (5 — 6ag) /10002 — 124aq + 25
Mmax (Q0) = 5 , (5.115)
128 o (g — 1)

Ez a gorbe a 14. abran folytonos vastag vonallal lathato. A gorbe aszimpto-
tikus viselkedése 7 kis értékeire n ¢ ~ %aa 3 alaki. A gorbe az ag-tengelyt
az oy = 25/24 értéknél metszi, vagyis egyenstlyi gravastar oy = 25/24
értékhez tartoz6 sugarnal kisebb egyensulyi sugarral nem létezik. Mivel a
Schwarzschild-sugar o = 1 értéknek felel meg, ez azt jelenti, hogy egyensiily-

ban 1év6 gravastart nem tudunk konstrudalni tetszélegesen kozel az esemény
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horizonthoz, tehét ebbdl az latszik, hogy a gravastar ebben az értelemben
nem egy tokéletes alternativa a fekete lyukak helyett. Kérdés persze, hogy
a megfigyelések szerint vannak-e ennél jobban koncentralt objektumok az
Univerzumban.

5.2.3. Stabilitas

A stabilitas vizsgalatban fontos szerepe van a potencial alakjanak. Ahogy
azonban kordbban méar megjegyeztiik, nem hasznalhatjuk automatikusan a
klasszikus mechanikai analogiat, mert a korabbiakban definidlt effektiv po-
tencidlra nem tekinthetiink gy, mint egy kiils§ potencialra. A klasszikus
stabilitas vizsgalat szerint az egyensilyban 1év6 rendszer akkor van stabil
egyensilyban, ha a potenciil mésodik derivaltja az egyensulyi pontban po-
zitiv, V"(ap) > 0. Ez azért van igy, mert ha valamilyen kis perturbécio
hatasara noveljiik a rendszer kinetikus energiajat, és ezzel egyiitt a rendszer
teljes energiajat, akkor a mozgas a potencidlvolgyben az egyensulyi hely-
zet koriil marad és korlatos mozgéast (tipikusan kis rezgéseket) végez. Ezzel
szemben az altalanos relativitaselméletben szigorian véve nincs arra lehetd-
ség, hogy a téridén kiviilr6l valami perturbaciot végezziink a rendszeren, a
perturbaciot okozo hatés forrasanak eleve a téridében kell lennie. Ahhoz hogy
a stabilitast vizsgalni tudjuk a gémbszimmetrikus héjmodellen beliil, fel kell
tenniink, hogy a perturbalé hatas utan a rendszer tovabbra is a héjmodellel
irhato le. Ezt megtehetjiik példaul agy, hogy egy kis tomegii gombszimmetri-
kus porfelh6t ejtiink a héjra, amely azzal iitkozik. Ezt fogjuk a késébbiekben
részletesen megvizsgélni teljesen rugalmatlan iitkozést feltételezve. A lokalis
stabilitas vizsgalatahoz azonban elegendd annyit feltételezniink, hogy az igy
megvalositott kis perturbacioé az effektiv potencialt kicsit megvéltoztatja, és a
potencial a paraméterek fliggvényében folytonosan valtozik. Tegyiik fel, hogy
a gravastar kezdetben nyugalomban volt és emellett teljesiil V" (ag) > 0. Ha
a perturbacié utan a gravastar kezddGsebességet kap, de a potencial a foly-
tonossag miatt megorzi alakjat, akkor azt kapjuk, hogy a a potencial egy
picit a nullszint al& tolodik, és a klasszikus esethez hasonl6an a mozgas az
egyensilyi helyzet koriil korlatos tartomanyon marad.

Kicsit adekvaltabban az egyenstlyi helyzetben lévé gravastar stabilitasi
tulajdonsagat az effektiv potenciél egyenstlyi helyzet kornyezetében érvényes
konvex-konkav karaktere hatarozza meg, és eszerint az egyensulyi allapotokat
az alabbi osztalyokba sorolhatjuk.

(a) Stabil egyensiilyi helyzet: Az egyensilyban 1évG gravastar egyenstlyi

helyzetét stabilnak nevezziik, ha kis perturbiciok hatasara a rendszer
az egyensiilyi helyzet koriil korlatos mozgast végez. Ennek az a feltétele,
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ahogy fentebb mar megjegyeztiik, hogy az effektiv potencial konvex
legyen o kozelében, vagyis V" (cg) > 0. Egy ilyen esetben az potenciél
alakjat az 1-es gorbe illusztrilja a 13. abran.

(b) Lokélisan instabil: Ez a helyzet akkor ha a potencial az o sugarnak
legalabb az egyik oldalr6l konkav. Ez azt jelenti, hogy a kis perturba-
ciok hatasara a rendszer nem lokalis mozgéast fog végezni. Ett6l még
globélisan lehet korlatos a mozgasa, de az mar nem a potencialfiigg-
vény lokalis viselkedésén miilik. Ilyen lokédlisan instabil &llapot akkor
fordulhat els, ha V"(ap) < 0. Egy ilyen esetben az potencial alakjat
tipikusan a 3-as gorbe illusztralja. Ha V" nem folytonos az g pontban,
de létezik a bal és jobb oldali hatarértéke, akkor barmelyik negativitasa
esetén lokalisan instabil a rendszer.

Megjegyezziik, hogy az is eléfordulhat, hogy V”(ap) = 0. Ilyenkor a
potencidl elsé nem zérus magasabb rendd a-derivaltja hatarozza meg
a potencidl konvex-konkév jellegét. Az is el6fordulhat, hogy ap-ban in-
felxios pontja van a potencidlnak, ez is instabil egyenstlyi allapotnak
felel meg.

(c) Neutrélis egyensiilyi dllapot: Egészen speciélis eset, ha a potencial azo-
nosan zérus ag kornyezetében: V(a) = 0. Ekkor ag kornyezetében ne-
utralisnak nevezziik az egyensiilyi helyzetet.

Annak eldontéséhez, hogy a gravastar egyensilyban van-e, nem volt sziik-
ség az allapotegyenlet ismeretére, csak Y, és ©g értékére. Ha azonban az
egyensilyi helyzet stabilitasarol szeretnénk értekezni, akkor sziikségiink lesz
az allapotegyenlet ismeretére legalabb az egyensilyi helyzet kis kérnyezeté-
ben.

V" (ap) értékének meghatéarozasahoz felhasznaljuk, hogy a hangsebesség
az alabbi m6don adhaté meg

5 de dO/da

o<=——=- :

s dx dX/da
ahol dO/da és d¥X/da (5.110) és (5.111) egyenletek alapjan kifejezhetdk. To-
vabba a? = —2V(a) és @ = —V’(a) helyettesitéseket alkalmazva (5.112)
alapjan azt talaljuk, hogy d¥/da megadhato V(a) és V'(«a) segitségével.
Hasonloan dO/da is kifejezhets a potencial egyensulyi pontban vett V(«),
V'(a) és V() derivaltjaival és magasabb derivaltaktol nem fiigg. Egyensuly-
ban 1év6 gravastarra tehat, amikoris V(ag) = 0 és V() = 0, azt kapjuk,
hogy V" (ay) kifejezhets n, ag és ¢y = 2|, fiiggvényében. Tehat ahogy ko-
rabban emlitettiik a stabilitast az allapotegyenlet ¥y pont koriili viselkedése
hatarozza meg, konkrétan a meredekségét megadd hangsebesség négyzete.

(5.116)
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13. abra. Illusztrdcié a gravastar dinamikdjdat leiré effektiv potencidl alakjdra. Az
1-es gorbe egy stabil egyenstlyi helyzetet jellemez. A 2-es, 3-as és 4-es gorbék olyan
gravastarokhoz tartoznak, amiket tigy kapunk, hogy rendre egyre nagyobb tomeget
ejtiink az egyensilyban 1év6 gravastarra. A 2-es és 3-as gorbe esetén a mozgas
korlatos marad. A 3-as gorbe a maximalisan terhelt gravastarhoz tartozik, ha annél
nagyobb tomeget ejtiink ra, akkor fekete lyukka omlik Gssze, ezt a szituaciot latjuk
a 4-es gorbén.

Megmutathato, hogy stabil konfiguraciora a hangsebesség alulrol korlatos

2 B 8@/80& o 860/8&0

Cs,min — _32/8a e - _820/8040 ) (5117)

ahol ¢7,;, a hangsebesség négyzete ¢, az ag helyen azon konfiguraciokra,

amelyekre V" () = 0 vagyis potencialnak inflexios pontjuk van az egyensilyi
pontban. Ez azt jelenti, hogy V" (ag) > 0 amikor ¢ > ¢Z .-

Az (5.117) Osszefiiggés bizonyitasahoz elGszor irjuk fel ¥ és © mennyi-
ségeket az alabbi mennyiségek fliggvényeként X(a, &) és O, q, @). Az
@ = —2V(a) és @ = —V’(a) ekvivalencidk hasznalataval ezek Atirha-
tok ¥ = Y(a,V(a)) és © = O(a,V(a),V'(«)) alakba, ahol n-ra minden
esetben, mint rogzitett paraméter tekintiink. Ezutin az (5.117) Osszefiig-
gés els egyenlGsége belathato, ha felhasznéaljuk a lancszabalyt d¥/da =
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0% /0a+ (0%/0V) V' és dO/da = 00 /0a+ (00 /0V) V' + (00 /9V") V" for-
méban, és kihasznaljuk, hogy V'(a) and V" («) eltinnek egyenstlyban 1év6
rendszer esetén. Az (5.117) Osszefiiggésben szereplé masodik egyenl@ség le-
vezetéséhez felhasznéljuk az (5.110) és (5.113) egyenleteket, amelyek szerint
(0X/0a)|a, = (0%0/0cy), és hasonloan (5.111) és (5.114) kovetkezményeként
(00/0a) |0, = (000/0ay).

Figyelembe véve az (5.113) és az (5.114) osszefiiggések konkrét alakjat,
cZ, minimélis értéke az alabbi modon adhat6 meg.

402(1 — ag')?? — (3 — 6ag + 4ad) (1 — na2)/?
4(3 = 5ag + 204) (1 — nag)*? + 8ag(agn — 1)(1 — ap ' )¥2
(5.118)

Ezen 0Osszefiiggés segitségével, ha a hangsebességre valamilyen korlato-
zast rovunk ki, példaul hogy kauzalitési okokbol ne legyen nagyobb, mint a
fenysebesség, akkor az (1), ap) sikon korlatozasokat kapunk a lehetséges stabil
egyensulyi gravastar konfiguracidkra. A 14. dbran az egyenstlyi gravastarok
paraméterterét abrazoltuk és a stabilitési tartoméanyok jellemzését is adjuk.
Az egyensiilyi térkép részletes ismertetését az abra alairasaban talaljuk.

A 15. 4bran a gravastar térképét latjuk egy maésik reprezentacioban. A
(n,a0) — (Zo(n, ), O0(n, ap)) leképezés altal. A 15. abra azért hasznos,
mert ezen a sikon dbrazolodik az allapotegyenlet is. Mivel stabil egyenstlyban
lévs gravastar a sziirke tartoméanyban lehet csak, ezért rogton latjuk, hogy ez
a lehetséges allapotegyenletre is korlatozéast ad, hiszen az allapotegyenletet
reprezentalo gorbe nem haladhat végig fehér tartomanyon, példaul zérus nyo-
mésu por nem alkothatja a gravastart, mert az ahhoz tartoz6 allapotegyenlet
gorbe az origobol indulo vizszintes vonal, amely kikeriili a sziirke tartoméanyt.
Ha pedig rabokiink a sziirke tartomany egy pontjara, és feltessziik, hogy a
gravastar ott stabil egyensulyi helyzetben van, akkor annak az a feltétele,
hogy a hangsebesség legyen nagyobb, mint az n = konst. gorbe meredeksége
az abran. Tehat az allapotegyenletnek at kell mennie a ponton, és nagyobb
meredekséggel, mint az 1 = konst. gérbe az adott pontban. Még egy érde-
kesség, ami leolvashat6 az abrarol, hogy az n = konst. gorbék meredeksége
pontosan cimin, ezért ha specidlisan olyan lenne az allapotegyenlet, hogy az
pont egy 1 = konst gorbén futna, akkor a gravastar neutralis egyensilyi &al-
lapotba lenne. Ez persze csak a vilagossziirke tartoméanyon beliil tarthato,
mert a sotétsziirke tartomanyban negativ a meredekség, azaz instabil lenne
hidrodinamikailag a héj, a vildgossziirke tartoméany jobb szélén pedig 45 fo-
kos a meredekség, azaz a hangsebesség szuperluminalissé valik, attol jobbra
mar sérti a kauzalitést.

Cimin (777 Oéo) =
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A — de Sitter horizont kialakulasanak alsé hatara
!\ W T pozitiv fellleti energias(riség fels6 hatara
[N L, . , o i , - ,
08 _|‘ LS —— dominans energia feltételt kielégit6 tartomany fels6 hatara |
L N — stabil egyensulyi tartomany alsé hatéra c,,=1 esetén
(AN . L. , , , ,
"! | AN . T stabil egyensulyi tartomany also6 hatara c,,=0 esetén
. 5 N stabil egyensulyi tartomany also hatara cg,=w,, esetén
P\ \,
0.6 \ :
1
n
0.4 |
0.2
0
1

14. dbra. Gravastar eqyensilyi helyzeteinek térképe. Erre az abrara ugy tekinthe-
tiink, mint egy térképre az (n, o) paraméter sikon. A térkép minden pontja egy
egyensulyi konfiguraciot reprezental. A legfelsé pontozott vonal alatti tartomany
az a rész, ahol nem alakul ki a de Sitter bels6ben ,kozmoldgiai horizont”. A vastag
pontozott vonalon a feliileti energiastirtisége zérus, alatta pozitiv. Folytonos vastag
vonallal az (5.115) altal meghatarozott gorbe van abrazolva, amely alatt teljesiil a
dominans energiafeltétel. Ez a gérbe ag = 25/24 -nél metszi a vizszintes tengelyt és
az M pontban éri el a maximumat, melynek koordinatai (ag,n) ~ (1.1503,0.1944).
A vastag szaggatott vonal azokat a konfiguraciokat jeloli, melyekre V" (ag) = 0, mi-
kézben c2, = 1. ¢2 = 1 esetén stabil a konfiguracio, azaz V" > 0 ezen gérbe folott,
mig a gorbe alatti konfiguraciok instabilak. A vékony szaggatott vonal V" (ag) =0
konfiguraciokat jeloli cgo = 0 esetén, és ez ugyancsak elvalasztja a stabil allapoto-
kat az instabilaktol ¢Z, = 0 esetén. A vékony szaggatott vonal a vastag folytonos
vonalat az N pontban metszi, melynek koordinatai (ao,n) ~ (1.6470,0.0855). A
vastag szaggatott, a vékony pontozott-szaggatott és a vastag folytonos vonal egy
pontban metszi egymast, M-ben. A vildgossziirke keskeny tartoméany teljesiti a do-
minéns energiafeltételt és barmilyen pozitiv hangsebesség esetén stabil egyensulyi
helyzet. A sotét- és vilagossziirke tartomény egyiitt azt a tartomanyt alkotja, amely
teljesiti a dominans energiafeltételt, és a kauzalitdst nem sérts lehets legnagyobb
hangsebesség esetén stabil az egyensilyi helyzet.
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15. abra. Gravastar egyensilyi helyzeteinek térképe II. Ezen az dbran a (2o, —Oy)
sikon jellemezziik a gravastarok egyensilyi helyzeteit. Ezen a sikon az allapotegyen-
let egy gorbével jellemezhets. Az n = konst. gorbék n = 0 -t6l n = 0.18 -ig vannak
reprezentalva, An = 0.02 kozonként. A vonalstilusok és a tartoméanyok szinezése
megegyezik a 14. dbraéval.

80



5.3. Gravastar és porfelhd

Ebben az alfejezetben egy kezdetben egyenstilyban 1év6 gravastar stabi-
litdsat gy vizsgéaljuk, hogy a gravastar héjaval koncentrikus gémbszimmet-
rikus porhéjat ejtiink ra. Feltessziik, hogy az iitkozés teljesen rugalmatlan és
a gravastarra ejtett porhéj részecskéi a gravastar feliiletébe olvadnak, és igy
az litkozés utan is egy héjmodellel leirhaté gravastar alakul ki.

dust sheyy

Schwarzsci\o
M,

16. abra. A folyamatot illusztrdlé dbrasor. Bal oldalon gravastar de Sitter belsejé-
nek teljes tomege M7 és a sugara ag, mig a gravastart hatarolé Schwarzschild kiilss
tomegparamétere Ms a gravastar héjanak sajat tomege pedig my. Az érkezd porhé;j
sajat tomege mo. Jobb oldalon az {itkézés utan kialakulé 1j gravastar lathato.

A 16. dbranak megfelelGen a kezdeti gravastar teljes tomege legyen M,
amely értéket tomegegységként hasznalunk, vagyis a kezdeti egyensilyban
16v6 gravastar dimenziotlan paraméterei: ag = ao/(2Ms) és n = 8kMj. Fel-
tessziik, hogy a gravastarra esé porhéj gravitacios tomege € Ms, ennek megfe-
lelGen a teljes rendszer tomege M = (1+¢)M,. A gravastar héjanak iitkozés
el6tt és utan, illetve a porhéjnak a sajat tomegét jeloljiik a 16. dbra szerint
my, my és mg értékekkel. Ha azt szeretnénk, hogy ne alakuljon ki esemény
horizont a rendszerben miel6tt a porhéj a gravastar feliiletére érne, akkor
fel kell tenniink, hogy ¢ < ap — 1. A porhéj sebességére vonatkozoan két
hataresetet fogunk megvizsgalni. Az egyik eset, amikor a porhéj sebessége a
végtelenben zérus, vy(00) = 0, ekkor a porhéj sajat tomege és gravitacios to-
mege megegyezik mo = €My, és a (2.28) mozgéasegyenlet alapjan azt kapjuk
dimenziotlan valtozokkal, hogy

_ \/160[0 + 880[0 + g2
4@0 '

(5.119)

Vg =

81



A masik eset, amelyet vizsgalni fogunk a ve(ag) = 0 eset, amikoris nyuga-
lomban helyezziik ra a porhéjat a gravastarra. Ez természetesen a valosagban
nem fordulhat elS, hiszen akkor a porhéjnak a multja, nem lehetne olyan,
hogy a gravastaron kiviilrél érkezik, azonban hataresetként tanulmanyozzuk
ezt az esetet is, mert egy valosagos szituacio valosziniileg a fenti két eset kozé
esik.

5.3.1. Utkozés

Feltessziik, hogy a gravastarra (stabilitasvizsgalat céljabol) ejtett porhéj
a gravastar feliiletét alkotd héjjal teljesen rugalmatlanul {itkozik. A kimend
itkozés utan kialakuld 4j gravastar vs = da/drs kezdGsebességét a gomb-
héjak teljesen rugalmatlan iitkozésére a 3.2. alfejezetben levezetett képlet
alapjan kapjuk. Eszerint, ha vy = 0 az {itk6zés helyén, akkor vs = 0. Amikor
v9(00) = 0, akkor a réesG porfelh§ sajat tomege és gravitdcios tOmege meg-
egyezik, vagyis a 3.2. alfejezet jeloléseit alkalmazva (ahol az 1-es héj a gravas-
tar feliilete és 2-es héj a réesS porhéj): my = eMs, my = 4m(2Ms)?23 /Mo,
fo=1—1/ag, g1 = Mo(1 — nad) és (5.119). Mindezeket behelyettesitve
kapjuk, hogy

4 Y2 (ag—1)ev/e2 +8cap+ 16 g

- — . 5.120
3 Y3 (1 —2nad + n2a — 4096 maf 3) ( )

A fenti képletet irjuk az alabbi forméaba

8ranF
vy = ST0F (a0 €) (5.121)

23
ahol
by 2(1-1 2)v/16 8 2

Fonone) — o000 (1 = o) (¢/2) VIBoo F8ean T oo

1 —2nad + n?al — 4096 af 3o (n, ap)*

Itt Xo(n, ap) az eredeti egyenstilyban 1évs gravastar dimenziotlan feliileti
energiastirtsége, amely (5.113) képlettel adott. Az {itkozési egyenlet méasik
tagja ekvivalens a gravastar mozgasegyenletével. Az Gjonnan kialakuld gra-
vastarra felirva a mozgasegyenletet, figyelembe véve, hogy tovabbra is a régi
gravastar teljes M, tomege az egység a dimenziodtlan valtozokhoz, azt kapjuk
példaul, hogy

Sy = \/1—7701(2)+U§—\/1-(1+€)/O&0+U§' (5123)

87T0é0
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ahol X3 = o3M,. Az (5.121) Osszefiiggést az (5.123) egyenletbe helyettesitve
kapjuk, hogy

F 2 F 2
5 = \/Am, a2 4 TG0V \/ Blag. 0 + T8I (5100
3 3

ahol

/1 _ 2
A, a0) = Y10 (5.125)

87T0é0
1—(14¢)/c
Blag,e) = v 8(7ra0 )/ ¢ (5.126)

Az (5.124) algebrai relacio pozitiv gyoke 3s-ra:

Sy = A2 4 B2 2V APBE T P2, (5.127)

Végiil megjegyezziik, hogy abban az esetben, ha vy = 0, akkor (5.127)
helyett X3 = Xo(e + 1).

5.3.2. Kialakul6 6j gravastar

Az el6z6 alfejezetben kifejtett litkozési egyenletek alapjan a kialakul6 1j
gravastar 23 és vs kezd6 paraméterei meghatarozhatok. Azonban ahhoz, hogy
a tovabb tudjuk kovetni a gravastar mozgasat, sziikségiink van az iitkozés
utan érvényes allapotegyenletre, hogy meg tudjuk hatirozni az energiasiiri-
séget a sugar fliiggvényében, amellyel az G4j potencialfiiggvényt szamoljuk.

Mivel a gravastar egy hipotetikus modell, és semmiféle megfigyelési ered-
ményre nem tamaszkodhatunk, csak feltételezésekkel élhetiink az &allapot-
egyenletre vonatkozoan. Két hataresetet azonban kénnyem meg tudunk vizs-
galni. Mivel a raesd porhéjban a nyomas zérus, ezért az egyik kézenfekvs
feltételezés, hogy az iitkozés soran a feliileti fesziiltség nem valtozik, amit
arra alapozhatunk, hogy az {itk6z6 két héj parcidlis nyomésai Osszeadod-
nak. Ugyanakkor jobb kozelités, hogy az allapotegyenlet marad valtozatlan,
ugyanis teljesen rugalmatlan iitkozés feltételezi, hogy erds kolcsonhatas van a
két héj részecskéi kozott, és igy inkabb az 6sszeolvadéas analogiaja a helytallo.

Az 1j effektiv potencidl meghatarozasahoz a korabbi (5.112) képletet hasz-
naljuk, de 4j dinamikai valtozokat kell hasznalnunk, amelyeket hullamos vo-
nallal jelziink. Az 1j gravastar teljes témege 77 = (1 + £)?n. A referencia
egység M, helyett My = (1 + ¢)M,. Ennek megfelelen a dimenzidtlan sugar
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és feliileti energiasiiriség is atskalazodik: @ = a/(1 +¢) és & = (1 +¢) 2.
Mindezeket 0sszekombindlva

Visn) = V((1+e)n, (1+e)Sg(a),a/(1+¢)). (5.128)

ahol Ygj(a) a (2.34) megoldas a Xgj(ag) = X3 kezddfeltétellel, feltételezve
azt, hogy az allapotegyenlet valtozatlan.

5.3.3. Alkalmazott algoritmusok

El6szoris megjegyezziik, hogy amennyiben a raesd porhéj nem zérus se-
bességgel érkezik, ugy a kialakulo j gravastar sebessége befele fog iranyulni,
ezért a potencial vizsgalatat azzal kezdjiik, hogy megnézziik van-e gyoke az
« € [1, ap] intervallumban, ha van, azt aj-el jeloljiik. Ezt egy numerikus ma-
ximumkeresG algoritmussal vizsgaljuk, és amennyiben a maximum negativ-
nak adodik, ugy megallapithatjuk, hogy a gravastar fekete lyukka esik Gssze.
Egy intervallumfelezd algoritmus segitségével valtoztatva a raejtett tomeget,
meghatarozhatjuk azt a maximalis tomeget, ey - Mo, amely még raejthets
a gravastarra, anélkiil, hogy fekete lyukka esne 6ssze. Azokban az esetekben,
amikor nem omlik fekete lyukka, meghatarozzuk a dinamikai tartomény fel-
s6 felét is, azaz az ag-nal nagyobb els6 zérushelyét a potencidlnak, amelyet
ae-vel jeloliink. A kialakulé mozgés soran a; < a < ay teljesiil.

Abban az esetben, amikor a porfelh6t zérus sebességgel helyezziik a gra-
vastarra, akkor a dinamikus tartomany egyik széle ap-al megegyezik, és a
potencidl derivaltja donti el, hogy befele vagy kifele kezd el mozogni a gra-
vastar.

Altalanos esetben ez egy sokparaméteres probléma. Ha rogzitjiik az alla-
potegyenletet minden paraméterével egyiitt, akkor n fiiggvényében a stabil
egyensiilyi allapothoz tartoz6 oy meghatarozhato. Ehhez nem kell mast tenni,
mint a 15. dbrara felrajzolni az allapotegyenlet gérbét, és az adott n szintvo-
nallal vett metszetét meghatarozni. Feltéve, hogy az allapotegyenlet iitkozés
utan véaltozatlan meghatarozhatjuk a gravastarra maximaélisan raejthetd to-
meget. Ezt az eljarast fogjuk kovetni harom kiilonbo6zé tipust allapotegyenlet
esetében: homogén lineéris, térott linearis és politrop.

5.4. Numerikus eredmények

A kialakul6 j gravastar konfiguraciot leird effektiv potencial numerikus
vizsgalataval alapvetGen kétféle kérdésre keressiik a valaszt a stabilitassal
kapcsolatban. Ha a kialakulé 4j gravastar potencidlja olyan alaki, mint a
2-es gorbe a 13. 4bran, akkor a rendszer korlatos mozgést végez, és egy dina-
mikusan oszcillalo gravastart kapunk. Ebben az esetben meghatarozhatjuk
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a rendszer minimalis és maximéalis sugarat. Ha azonban a raesé tomeg el-
ér egy kritikus értéket, akkor a kialakulo 1j rendszer fekete lyukk& omlik
Ossze, célunk meghatirozni ezt a kritikus tomeg értéket. Egy ilyen kritikus
rendszerhez tartozo potencial olyan alakt, mint a 3-as gorbe a 13. abran.

5.4.1. Homogén linearis eset

A legegyszeriibb egy paraméteres allapotegyenlet a homogén linearis. Ha
megadjuk 7 és wy értékét, akkor a lehetséges oy egyensulyi sugar egyértel-
miien meghatarozodik az implicit wy = —Og(n, ap)/Xo(n, ) relacio alapjan.
Jol lathato a 15. abran, hogy adott wy = ¢ € [0,1] értékre a wg Yo+ Oy = 0
egyenlettel adott egyenes az n konstans gorbéket legfeljebb két pontban met-
szi. Ezek koziil a kisebbik 3y érték stabil egyenstilyi konfiguraciohoz tartozik,

€max Emax

0.8 4 %1 1 4 %1

06 - 08

WE%‘\ 2

0 005 0.1 015 0.2

0.2 0.2

W0:1 \ WO:]. \
0 wy=0

Wo=0" o o005 01 015 02 0 005 01 015 02
n n

17. Abra. Homogén linedris dllapoteqyenletd gravastarra ejthetd mazimdlis tomeg.
A réejthet6 maximadlis tomeg emax/(p — 1) normalizdlt értéke lathato n és wy
fiiggvényében. A gravastar kezdeti o egyensilyi sugara adott 1 esetén a dominans
energiafeltétel altal megengedett maximum. A f6ls§ két panelen a raejtett porfelhd-
rél feltételezziik, hogy va(oo) = 0, mig az alsé paneleken v2(ap) = 0. A bal oldaliak
esetében tovabba feltettiik, hogy az allapotegyenlet nem valtozik az iitk6zés soran
mig a jobb oldaliak esetében a feliileti fesziiltségrol tessziik fel ugyanezt.
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mig a masik instabilhoz. Adott (1, wy) paroshoz tehat meghatarozhato aq és
az ehhez a sugarhoz tartozd gravastar konfigurdcionak megvizsgalhatjuk a
stabilitasat, olymodon, hogy meghatarozzuk legfeljebb mekkora tomegi por-
héj ejthets ra anélkiil, hogy fekete lyukka omlana 0ssze. Ezeknek a szamité-
soknak az eredményei lathatok a 17. abran kiilonféle esetekben. Az abraval
kapcsolatban megjegyezziik, hogy a stabil kiindulasi konfiguraciora wy = 2
értékének nagyobbnak kell lennie, mint az (5.118) egyenlet altal megadott
érték, ezért wy értékkészlete csak n = 0 veszi fel a teljes [0, 1] intervallumot.
Megjegyezziik tovabba, hogy ey értékének ay — 1 értékénél kisebbnek kell
lennie, ugyanis ellenkezé esetben a porhéjbol és a gravastarbol allo rendszer
még a porhéjnak a gravastar feliiletére érkezése el6tt az eseményhorizonton
beliilre keriilne. A fenti okokbol e,/ (g — 1) normalt értéket abréazoltuk.
Mivel a homogén lineédris allapotegyenletnek egyetlen paramétere van,
ezért lehetGségiink van két esetet megvizsgélni, nevezetesen azt, amikor az
allapotegyenlet wy meredeksége, illetve amikor a feliileti fesziiltség marad
valtozatlan az iitk6zés soran, hiszen mindkét esetben meghatarozodik az &l-

------ véltozatlan allapotegyelet, porhéj sebessége zérus uitk6zéskor

véltozatlan allapotegyelet, porhéj sebessége zérus a végtelenben
ittt véltozatlan fellleti fesziiltség, porhéj sebessége zérus litkdzéskor
------- véltozatlan felluleti feszlltség, porhéj sebessége zérus a végtelenben

18. abra. wg = 1 metszet. Ezen az abran a 17. dbra wg = 1 metszetét lathat-

juk. Nincs tobb informéacié ezen az dbran, csak a jobb Osszehasonlitas kedvéeért
abrazoltuk kiilon a maximalis wy esetén az eredményeket.
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19. abra. Mazimdlisan terhelt gravastar dinamikus tartomdnya. A fenti dbrédkon
a maximalisan terhelt wy = 1 linearis allapotegyenletd gravastar konfiguraciok
dinamikus tartoménya lathaté a korabbi dbran lathatd négy esetnek megfelelGen,
azonos sorrendben. Adott 7 esetén az n = konst. vizszintes metszetei a sziirke
régiocknak megadjak a dinamikus tartomanyt. A sziirke tartomdany fels6 burkold
gorbéje tehat a dinamikus tartomény felss részét, azaz as-t dbrazolja mig az also
burkol6 gorbe az a1-t dbrazolja. A kezdeti egyensulyi gravastar egyensulyi sugarat
ap -at a szaggatott vonal jeloli. Amikor a kezd@sebesség nem zérus, akkor ez a
szaggatott gorbe a sziirke tartomany belsejébe esik, mig zérus kezd&sebesség esetén
a tartomany valamelyik szélére esik. Illusztralando a kiilonbo6z6 esetekben relevéins
potencidlokat, az 7 = 0.05 értékhez tartozé potencidlokat dbrézoltuk mind a négy
grafikonon azonos egységekben. A fiiggéleges pontozott rovatkdk a nagyobb o =
9/8 Buchdahl limitet és az o ~ 1.0384 értéket jelolik, lasd tablazat késGbb. A
jobb folsg abran lathatunk egy érdekes pontot, ahol a sziirke tartomény metszi
onmagat. Ennek koordinatai (1, ap) = (0.124,1.44). Ebben a pontban a gravastar
éppen nyugalomban marad, ha enax-nak megfelel6 tomeg érkezik a feliiletére. Ha
n > 0.124, akkor a gravastar befele mozdul a raes6 tomeg hatésara, egyébként
kifele.
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lapotegyenlet, ez utobbi esetben a wy = ©¢/%3 relacio altal. Ha ehhez még
hozzavessziik, hogy vizsgaljuk a beérkezG sebességre vonatkozo két szélsGér-
téket, akkor Osszesen négy esetet vizsgalunk. Jol lathaté a 17. abran, hogy
a dominans energiafeltétel altal megengedett legnagyobb w = 1 érték ese-
tén kapjuk a legstabilabb konfiguraciokat, rogzitett n mellett mind a négy
esetben. Megjegyezziik, hogy a wy = 1/3 érték az ultrarelativisztikus gaz
allapotegyenletének felel meg haromdimenziéban, ugyanakkor a dimenzio-
redukcié miatt ebben a modellben ez wy = 1/2 -nek felel meg [126] szerint.
A 19. abran a maximalisan terhelt gravastarok mozgéstartoméanyéat lathatjuk
az emlitett négy esetben wy = 1 mellett, és megallapithatjuk, hogy a dina-
mikai tartoméany legbels6 részén sem érik el a gravastarok a legkompaktabb
hagyomanyos csillagok mértét.

0.8 -0

0.6 &

0.4 \\
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20. abra. Torott linedris dllapotegyenletd gravastarra ejtheté mazimdlis tomeg.
wp = 1 egyensilyi gravastarok vizsgalata véltozo cZ, = w; meredekséggel, azaz
hangsebességgel. ap most is gy van valasztva, hogy adott 7 esetén a domindans
energiafeltétel dltal megengedett maximalis érték legyen. wo értéke 1-t6l csokken
zérusig 0.1 nagysagu lépésekkel.
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5.4.2. ToOrott linearis eset

Mivel a gravastar sugara kozvetleniil az iitkdzés utan csokken, ezért a felii-
leti energiastirtiség nG. Ebbdl az kovetkezik, hogy az effektiv potencial ezen a
tartomanyon az allapotegyenletnek a ¥ > 3 részétdl fiigg. Adott allapotban
lévé gravastar esetében meg akarjuk vizsgalni, hogy a hangsebességtsl ho-
gyan filigg a stabilitds. Ehhez pont megfelel a torott linearis dllapotegyenlet,
mert adott ponton dtmenve tudjuk valtoztatni a meredekségét.

A 20. dbran a w; = 1 esetet vizsgaltuk, a relevins részen pedig a hang-
sebességet zérustol a maximalis wy = 1 értékig valtoztattuk. A fels6 abran
folytonos gorbesereggel az az eset lathato, amikor a porhéj kinetikus energi-
aja a végtelenben zérus, alatta pedig, szaggatott gorbesereggel, az a széls6
eset, amikor a porhéj radidlis sebessége a gravastar feliiletén zérus. Ezek az
eredmények is azt mutatjak, hogy adott 1 és oy értékek mellett a nagyobb
hangsebességii allapotegyenlet szolgaltatja a stabilabb konfiguriciét abban
az értelemben, hogy nagyobb témegt porfelh6t bir el a gravastar.

‘ -0
E€max -------- politrép, vy(a,)=0
0ol —— politrép, v,(x)=0

0.2 — .......... linedris, vo(ag)=0 7]

R linearis, v,(0)=0

0 0.05 0.1 0.15 0.2

21. abra. Politrép dllapotegyenleti gravastarra ejthetd mazimdlis tomeg. cso = wo
feltételt kielégit6 egyensilyi gravastarok vizsgéilata x = 2 politrop allapotegyen-
lettel, és az Osszehasonlitas az egyensulyi helyzetben azonos meredekségii (t6rott)
linearis allapotegyenlettel. Minden 71 értékre aqg értékét gy kapjuk, hogy megha-
tarozzuk az n = konst. gorbe és a pontozot-szaggatott gorbe metszéspontjat a 14.
abran. A normalizalt ey /(o — 1) maximélisan raejthets tomeg 7 fiiggvényében
van abréazolva kétfele allapotegyenlet és kezdGsebesség esetén (a raejtett porhéjra
vonatkozban: va(o0) = 0 és va(ap) = 0).
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5.4.3. Politrép eset

A politrép allapotegyenletnek két valtoztathatdo paramétere van: az A
amplitudo és a x hatanykitevs. Ha egy tetszleges (g, ©g) ponton at szeret-
nénk megadni politrop allapotegyenletet, ahol 0 < |©¢| < Xy, akkor az nem
minden k értékre megvalosithaté. Ha azonban x = 2 valasztéssal éliink ak-
kor mindig van megfelel6 A amplitado és csak akkor. Erdemes ezért a x = 2
esetet vizsgalni. Ez még azért is célszert, mert rogzitett A esetén ez adja a
legstabilabb konfiguraciokat.

A 21. dbran a k = 2 politrop allapotegyenlet esetet azzal a linearis
allapotegyenletii esettel hasonlitottuk 6ssze, amelynek azonos a meredeksé-
ge, azaz hangsebessége az adott Xy pontban. Mivel a politrop allapotegyen-
let konkav, ezért az adott pontban mindig nagyobb a meredeksége, mint
a linearisnak. A varakozasoknak megfelelGen azt lathatjuk az &bran, hogy
az azonos meredekségi linearis allapotegyenlethez képest a politrop allapot-
egyenletii gravastarra nagyobb tomeget ejthetiink, azaz ebben az értelemben
stabilabb, és ennek az az oka, hogy a politrop allapotegyenlet meredeksége
Y-val monoton né.

5.5. Buchdahl-tipust korlatok

A gravastar tulajdonképpen egy csillagmodell, amely arra hivatott, hogy
elkeriilje a fekete lyukka valast, igy jogos a kérdés, hogy gravastarok mennyire
kompaktak lehetnek, vagyis adott tomeg mellett milyen kicsi lehet a suga-
ruk, és ez hogyan viszonyul més csillagmodellek kompaktsagahoz? Ennek a
kompaktsagnak a szokdsos mérdszama a 2my /7 x-ardny', ahol my a csillag
tomege és 4 a csillag sugara. Klasszikus csillagmodellek esetén a kompaktsag
tobbnyire maximummal rendelkezik, és ezek a maximumok az in. Buchdahl
tipust hatarértékek. Természetesen nem minden csillagmodell rendelkezik
éles hatarfeliilettel, ebben az esetben az 2my (r)/r fliggvény rendelkezik ma-
ximummal, ahol 2my (r) az r sugaron beliili tomeg. Ezek a hatarértékek a
mérések szempontjabol is fontosak, mert a témeg és a sugar viszonylag jol
mérhets egyszerd paraméterei a csillagnak, és a megfigyelt aranyukbol ko-
vetkeztethetiink arra, hogy mit latunk. Ha példaul tul nagynak adoédik az
emlitett arany egy adott csillagmodellhez, amelyben valamilyen feltételezés-
sel éliink a csillag anyagara vonatkozoan, akkor biztosak lehetiink abban,
hogy a csillag valamilyen més anyagbol all. Ha pedig az arény eléri az ese-
ményhorizontnak megfelels 1-es értéket, akkor nagy a valoszintisége, hogy
fekete lyukat ,Jatunk”. A Buchdahl tipust hatarértékekre vonatkozo elméleti

186G = ¢ = 1 egységekben.
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modell korlatozasok | Ruyim/Rs | képlet

[123] pr=0 1,500 3/2
Buchdahl [124] Pr =D, 0 N\ | 1,125 9/8
Vlasov—Eistein [125, 127] | p, +2py < o | 1,125 9/8
DEC + izotropia [127| pr=pi <o | 1,156

[127] pi <o 1,036 5(v2—1)/2
izotropia [128, 127] Pr = Dt 1,030 (4+3v2)/8

1. tablazat. Buchdahi-tipusi korldtok. Az els6 oszlopban a modell csoportokat
lathatjuk a hozzajuk tartozo hivatkozésokkal. A mésodik oszlopban a modellre jel-
lemz6 korlatozas szerepel. A radialis és tangencialis nyomést rendre p,-vel és p¢-vel
jeloljiik, az energiastiriiséget pedig p-val, és mindegyikrdl feltételezziik, hogy nem
negativak. Buchdahl eredeti cikkében konstans stirtségre latta be a 9/8-os korla-
tot, azonban eredménye radidlisan monoton cstkkend tomegsidriségre is fennall,
ezt jeloli a N\ szimbo6lum a tébldzatban. A harmadik oszlop tartalmazza a sugér
legkisebb értékét Schwarzschid-sugar egységekben harom tizedes jegyre pontosan.
Ha van ennek az értéknek analitikusan kifejezhets forméja, akkor azt az utolso
oszlopban tiintettiik fel. A tabldzatban szerepld Osszes érték éles korlat, abban az
értelemben, hogy az adott feltételek mellett megszoritobb korlatozést nem lehet
adni, vagyis létezik olyan konfiguracio, amely esetén egyenl@ség all fenn.

eredményekre hagyomanyos csillagmodellek esetében egy kivilo attekintést
ad Paschalis Karageorgis és John G. Stalker cikke [127], amelyet a tablazat-
ban foglalunk 6ssze. Az tablazatban szereplé adatok mind gémbszimmetrikus
statikus csillagmodellekre vonatkoznak és mindegyik hatéarérték éles, azaz a
megadott feltételek mellet egyenl@ség is lehetséges. A bizonyitasok megtalal-
hatok ugyancsak az emlitet cikkben [127], egy altalainos modszer alapjan.
Mivel a fenti tablazat egyensulyban 1évG csillagokra vonatkozik, melyek
nem feltétleniil stabilak, ezért az adatokat az egyensulyban 1év6 gravastarral
érdemes Osszehasonlitani. Egyenstlyban 1évé gravastarra a dominans ener-
giafeltétel mellett azt kaptuk éles korlatnak, hogy ag > 25/24 = 1.0416'.
Ha attériink a tablazatban feltiintetett szadmok reciprokara, akkor a domi-
nans energiafeltétel melletti érték normal csillagokra a fenti tablazat szerint
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0.963.17, amely érték a 24/25 = 0.96 értéknél csak néhany ezreddel nagyobb.
Ez alapjan tehat, azt kapjuk, hogy konvenciondlis csillagok ugyanakkora to-
meggel kisebbek lehetnek, mint a gravastar, tehat a kérdés nem az, hogy a
gravastar megkiilonboztethet6-e egy fekete lyuktol, hanem az hogy egy ilyen
tomor csillagtol meg lehet-e kiilonboztetni. S6t a porfelhd raejtésével végzett
stabilitas vizsgalatbol az latszik az abra alapjan, hogy a dinamikus gravastar
esetében is nagyobb marad a gravastar sugara, mint ez az érték.

5.6. Osszefoglalas

Osszefoglaltuk a Visser és Wiltshire féle gravastar héjmodellt. Az egyen-
silyi helyzetben lévE gravastarok teljes jellemzését adtuk a paramétertérben,
lasd a 14. abra. Fontos észrevétel, hogy a dominans energiafeltétel teljesiilése
esetén a legkisebb méretii gravastar sem lehet olyan kicsi, mint a legkisebb
méretd hagyomanyos csillagmodell. Radialis dinamikai stabilitas vizsgalatot
végeztiink azaltal, hogy szimulaltuk a gravastar viselkedését abban a szituéci-
6ban, amikor egy koncentrikus porfelhét ejtiink a feliiletére, amely a kéreggel
teljesen rugalmatlanul iitkozik. Ez egy tj modszer, amely kvalitativ jellemzé-
sét adja a stabilitasnak. Szdmos allapotegyenlet esetén vizsgaltuk a maxima-
lisan raejthets tomeget, és a maximalisan terhelt gravastar dinamikus tarto-
méanyat. Homogén linearis allapotegyenlet esetén két eset vizsgaltunk: amikor
az iitkozés utan kialakul6 rendszerben a kéreg allapotegyenlete valtozatlan,
illetve amikor a feliileti fesziiltség marad valtozatlan. Emellett vizsgaltuk a
beesési sebesség két széls6 értékét. Azt lattuk, hogy a dominans energiafel-
tételnek megfelelg allapotegyenletek koziil a w = 1 paraméterd homogén
linearis adja a legstabilabb gravastart, illetve tetszGleges gravastar esetében
a lehetséges legnagyobb hangsebességii allapotegyenlet stabilizalja legjobban
a gravastart. Azt kaptuk a maximalis meredekségli homogén linearis allapot-
egyenletre, hogy a nem statikus gravastarok mozgasuk soran sem keriilhetnek
beljebb, mint a klasszikus csillagmodellekre vonatkozé Buchdahl-limit.

"Bz az érték harom tizedes jegyre pontos [127] szerint.
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Kitekintés

Az eredmények Gsszefoglalasa megtalalhato az egyes fejezetek végén. Ezen
eredmények tiikrében a kitekintésben arra szeretnék roéviden kitérni, hogy
az eredmények kapcsan milyen tovabbi kérdések meriilhetnek fel, amelyek
alapjan felvazolhato, hogy milyen irAnyban érdemes tovabb folyatni a munkat
ezen a teriileten.

Els6ként jegyezziik meg, hogy a gyors C-++ programcsomag segitségével
szamos mas rendszer vizsgalata is elvégezhetd, amelyek a bevezetd fejezetben
felsoroléasra keriiltek, hiszen a dinamikai egyenletek a felsorolt esetekben for-
mélisan ugyanazok. Ha a dinamikdban modositasra lenne sziikség, az kénnyen
megtehetd, hiszen a C++ forraskdodok szabadon modosithatok.

Doktori dolgozatom keretében harom f6 alkalmazassal kapcsolatban ér-
tiink el eredményeket. Els6ként az akusztikus szingularitast vizsgalatuk sok
héjbol allo rendszerekkel. Ezek a vizsgélatok azonban por héj esetében ad-
nak relevians eredményeket, hiszen nem lenne konzisztens feltételezni, hogy
a részecskék kozott csak a feliiletre érintGleges kolecsonhatasok hatnak, és
radilisan teljesen kolcsonhatas mentesen haladnak &t egymaéson. Erdemes
lenne tehat a héjmodellt altalanositani radidlis kélcsonhatas bevezetésével,
illetve az iitkozések tipusat is altalanositani, hogy részlegesen transzparens
iitkozéseket is vizsgaljunk. A héjak kezdeti sebességeloszlasat is tovabb le-
hetne pontositani 6sszhangban a viridltétellel. Tovabbi érdekes kérdés, hogy
a héjrendszerek belsé relativ mozgéasa valoban kaotikus-e, és ha igen milyen
értelemben és milyen Ljapunov-exponenssel? Ezen a téren elképzelhets, hogy
a numerikus szimulaciok mellett elméleti becsléseket is lehet adni. Hasonldan
érdekes kérdés, hogy az oszcillaciok frekvenciajat meg lehet-e adni analiti-
kusan, és vastag héj esetében ez mérhetd-e bizonyos koriilmények kozott egy
valodi rendszerben.

Az eredmények masik része a tomeg inflacio jelenségével kapcsolatos. Ezt
a jelenséget ketténél tobb héjbol allo rendszer dinamikajaval lehetne még
behatobban tanulmanyozni. Elméleti megfontolasokkal 6sszhangban a nume-
rikus szimulaciok is azt mutatjak, hogy ilyenkor els6ként mindig a legbhelsé
héj gravitacios tomege valik negativva. Ugy ttinik azonban, hogy mindig csak
a belsd héjnal 1ép fel az az anomalia, és a kiils§ héjak konvencionédlisak médon
viselkednek.

Az utolsé nagy teriilet, amit érintettiink a gravastarok dinamikaja, és sta-
bilitasuk vizsgalata. A gravastar egy hipotetikus csillagmodell, aminek sta-
bilitdsat vizsgaltuk egyetlen porhéj réejtésével. A tovabbiakban vizsgalhato
lenne a gravastarok idébeli fejlédése, amint a gravastar folyamatosan anyagot
szippant magaba. Egy ilyen folyamat gombszimmetria esetén modellezhetd
por héjak egymas utéani titkozésével. Azt is érdemes lenne megvizsgalni, hogy
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mi torténik, ha a beesé anyag nem teljesen rugalmatlanul {itkoézik, hanem
egy része athalad a gravastar kérgén. A gravastar egy hipotetikus modell,
amely lehet, hogy a természetben nem létezik, lehetséges azonban, hogy az
eseményhorizont elkeriilésére nincs is sziikség. Ett6l fliggetleniil a centrum-
ban felléps gorbiileti szingularités egy erdsebb probléma, amely a klasszikus
altalanos relativitaselméleten beliil nem jol kezelhets. Vilagos, hogy a fel-
lép6 végtlen gorbiilet csak akkor keriilhet6 el a klasszikus elméletben, ha
a térid6 de Sitter-szertivé valik a kozpontban. Ezen okfejtés alapjan, amig
a kvantumgravitidcionak nincs koherens elmélete, addig feltétleniil érdemes
lenne megvizsgalni a egy ilyen kicsi de Sitter buborék dinamikajat homogén
stirtiségli anyagban, amely kozelebb vihet a szingularitasok megértéséhez.
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Summary

Relativistic infinitely thin spherical shells play an important role in va-
rious dynamical contexts ranging from microscopic to astrophysical systems
[1-51]. A fast numerical C++ code was made to be capable of following the
relativistic time evolution of systems comprising of great numbers of colliding
shells with arbitrary equation of states. Whenever two shells collide the evolu-
tion is continued with the assumption that the collision is totally transparent
or totally inelastic. Multi-layer shell systems are considered as approximate
models of thick shells, and this makes it possible to study the formation and
dynamics of acoustic singularities. The most important observations we have
made can be characterized by the key phrases: concentrations of subsets of
shells, formation of crusts’ at the boundaries, reversing of the sides of gaps.
The analytic setup is chosen such that the evolution even inside the black
hole region can be carried out. This, in particular, allowed us to investigate
the mass inflation phenomenon within the thin shell formalism. An estimate
explaining the main features of the blow-up behavior of the mass parameter
of the intermediate spacetime region is also provided.

There are more and more astrophysical observations justifying the exis-
tence of extremely compact massive objects with size close to their Schwarz-
schild radius. It is widely accepted that these observations also provide indi-
rect justifications of the existence of black holes. Nevertheless, there are also
alternative ideas about claiming that exotic states of matter may exist which
could stabilize extremely compact stars. One of the most popular among
these types of black hole mimicking objects is the gravitational vacuum star
(gravastar) model which has received considerable attention not least beca-
use its relation to the concept of dark energy. In this model an interior de
Sitter spacetime region is connected to an outer Schwarzschild solution such
a way that no event horizon appears. In the last part of the dissertation the
radial stability of gravastars is studied by determining their response to the
arrival of a dust shell onto their surface. While in the analytic setup the
equation of state is kept to be generic, in the numerical investigations three
functionally distinct classes of equations of states are applied. In the corres-
ponding particular cases the maximal mass of the dust shell that may fall
onto a gravastar without converting it into a black hole is determined. For
those configurations which remain stable the excursion of their radius is as-
signed. It is found that even the most compact gravastars cannot get beyond
the lower limit of the size of conventional stars, provided that the dominant
energy condition holds in both cases. It is also shown that the better is a
gravastar in mimicking a black hole the easier is to destroy it.
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Fiiggelék

A. Gauss—Codazzi egyenletek és alkalmazasuk

A Gauss—Codazzi egyenletek a magasabb dimenziés téridé gorbiileti
mennyiségei és a gorbiileti mennyiségek egyel alacsonyabb dimenzios hiper-
feliiletre vett projekcioi kozott fennallo Osszefiiggések. Esetiinkben a 341 di-
menzids térre vonatkozo Gauss-Codazzi egyenleteket arra fogjuk hasznal-
ni, hogy egy hiperfeliilet kdzelében érvényes Eintein-egyenletek projekcioit a
hiperfeliileten érvényes mennyiségekre vonatkozd egyenletekké alakitsuk. A
sziikséges Gauss—Codazzi egyenletek az aldbbiak

OR 4+ KoK — K? = R—2R,3n°n” (5.129)
DoK% —D,K = Rqgn®h’, (5.130)

ahol R,p a téridé Ricci-tenzora, ® R és R rendre a harom és négydimenzi-
6s Ricci-skalar, n® a hiperfeliiletre meréleges egységvektor, hﬁ,y = g% —nfn,
a hiperfeliiletre projektalo operator, K,z = W, h";V n, a hiperfeliilet kiil-
s6 gorbiilete, amelyet most a 4-es sokasdgon definidlunk, K = K¢ a kiils6
gorbiilet spurja, és végiil D, a h,g indukalt metrikdhoz tartozoé kovarians de-
rivalo operator, melynek tulajdonsagairol bévebben lasd Wald konyvének [52]
10.2.1 lemmajat. A fenti 4-es sokasagon értelmezett mennyiségek indexelésére
a gorog indexeket hasznaljuk.
Az alabbi formaban adott Einstein-egyenleteket

Rag — 39asR = 81Top (5.131)

rendre megszorozva és Osszegezve a —2n°n” és nahﬁ,y mennyiségekkel felhasz-
nalva az (5.129) és az (5.129) és ngh® = 0 dsszefiiggéseket kapjuk, hogy

OR 4+ KoK — K? = —161T,gn"n” (5.132)
DoK% =D K = 8rTnsnh’, (5.133)

A fenti egyenletek koziil az elsé egy skalar egyenlet, a masodik pedig egy ko-
vektor egyenlet, amelyben az index négy kiilonbo6z6 értéket vehet fel. Azon-
ban a h.ps és K,z tenzorok énmaguk projekciéi, ezért nem zérus komponen-
seik csak a hiperfeliilethez tartozé altérben vannak, hiszen h,gn® = 0 és
K,sn®* = 0. Gauss-féle normal koordinatakat valasztva az (5.133) egyenlet-
nek a normélvektorhoz tartoz6 komponense trividlisan zérus, tehat az (5.133)
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egyenlet fiiggetlen komponenseinek a szama csak harom. Erdemes ezért a fen-
ti egyenleteket atirni a hiperfeliileten, mint alacsonyabb dimenzios sokasagon
értelmezett mennyiségekre vonatkozo6 egyenletekké.

A hiperfeliileten, mint 3-as sokasidgon értelmezett mennyiségeket kis latin
bettikkel indexeljiik. Emlékeztetiink, hogy a h,sg a kordbban bevezetett g,
3-as metrikaval az alabbi médon all kapcsolatban

Yab = hag €Gyen, (5.134)

és hasonld6 modon irhato fel a kapcsolat a harom és négydimenzids repre-
zentacié kozott minden olyan tenzor esetében, melynek projekcidja onmaga,
azaz a kiils6 gorbiilet esetében is. Ez alapjan konnyen belathato, hogy a kiilsé
gorbiilet kontrakciok is azonosak a kétféle reprezentacioban:

K = ha K = (hag eyl ) K = has (K™etye0, ) = hagK™ = WK
KK = <Ka/3 e((xa)e(ﬁb)> K = Kag (Kabe?a)e?b)) = KoK (5.135)

ahol az elsS egyenletben kihasznaltuk, hogy has K*° = g,z K*P. A fenti 6ssze-
fiiggések alapjan tehat az (5.132) helyett irhatjuk egyszertsitve, hogy

OR 4+ KyK® — K? = —167T,snn” (5.136)
ahol K-t szamolhatjuk K¢ szerint. Hasonl6 modon az (5.133) egyenletet
megszorozva és Osszegezve e?c) egység vektorral, azt kapjuk, hogy

DK% — DK = 87T,sne, (5.137)

Ez utobbi két egyenlet mindegyike a hiperfeliilet mindkét oldalan 1évs tér-
idgkben felirhato, igy Gsszesen nyolc egyenletiink van. Israel cikkét [53] ko-
vetve vezessiik be az alabbi jeloléseket:

~ 1

Koy = Q(K;bJrK;b) (5.138)
1

Sab = —— [Kap — Y K 5.139

b 87r[ b — Yab K] ( )

Megmutathato, hogy az ilyen modon bevezetett S,;, tenzor megfelel a feliileti
energia-impulzus tenzornak, lasd a [53] cikk fiiggelékét. Vakuumban mozgod
héj esetében, amikor [T,5] = 0, a fenti mennyiségek segitségével a térids
két felén érvényesek az (5.136) és az (5.137) egyenletek, melyekbdl osszeadé-
sok és kivondsok &ltali dtrendezéssel az alabbi nyolc egyenletet tartalmazo
ekvivalens egyenletrendszert kapjuk:
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KupS? = 0 (5.140)

DS = 0 (5.141)

D K% —DyK = 0 (5.142)

OR 4+ KK — K? = —167 (S5 — 15?) (5.143)

Mivel a C. fiiggelékben sziikség lesz az (5.140) egyenletre, ezért ennek a
levezetését kiilon kifejtjiik. Ehhez az (5.136) egyenletet hasznaljuk + és —
indexek esetén, és képezziik a kiilonbségeket a kétféle indexre. Bevezetve az
{X} = X|,+X|_ és [X] = X|, — X|_ jeloléseket tetszGleges mennyiségekre,
és kihasznalva az (v —y)(z +y) = 2 — y* algebrai Osszefiiggést, mely szerint

[K{K} = [K7] (5.144)
(K] {K"} = [KupK®) (5.145)
kapjuk az aldbbiakat:
[Tosnn®] = —ﬁ (PR + KK — K] =
= g5 ([Kwk™] — [K7]) =
= e (1) (K} = (K] {K2}) =
1 1 ab
= —8—W([Ka]—hab[K])§{K =
= S,K® (5.146)

Abban az esetben, amikor a héjat mindkét oldalrol vakuum hatarolja,
[T.sn°n’] = 0, amelybél az (5.140) egyenlet adodik.

B. Kiils6 gorbiilet komponensei gombszimmetria esetén

A (2.5) kifejezés alapjan

K.= R (T +TLT? 49T TR+ FiTRQ)

7 (R + 7T 4 200 TR + F£TR2> (5.147)
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és

Kgg = RTY, —TT7,

(5.148)

ahol csak a nem zérus tagokat irtuk ki. A tovabbi kifejtéshez felhasznaljuk,

hogy a sziikséges nem zérus Christoffel-szimbolumok az alabbiak

o, = i
Iy = %ff/
r, = —iflf
Lyy = —fr

A fentieket behelyettesitve kapjuk, hogy
K., = RT—TR-1fp7% 4 3752
Kg9 = [RT

K., kifejezést tovabb egyszertsithetjiik. Felhasznélva, hogy

TZ _ f—l + f—2R2

kapjuk, hogy
K.,=RT-TR- f'f'RT - 1f'T

7 szerint derivalva az 5.155 6sszefiiggést, T° kikiiszobolhetd

P (R i) f 2R - U RT
amely Osszefiiggést felhasznalva

Ky, =—f'77! (R + %f’) .

(5.155)

(5.156)

(5.157)

(5.158)

C. T képletének levezetése, avagy az ¢; elgjel rogzitése

A négyes sebesség normalasi feltételébol T értéke elGjel erejéig meghata-
rozhato. Ugynakakkor érezziik, hogy az elGjelnek egyértelmiinek kell lennie,
a T fiiggvénynek pedig folytonosnak és differencialhatonak, tehat az abszo-
lat érték jel valoszint elhagyhaté a (2.31) képletb6l. Ahhoz azonban hogy
ezt belassuk, nem elegendd a normaélasi feltétel hasznalata. Az alabbiakban

megadjuk a pontos levezetést.

100



A feliileti energia-impulzus tenzor komponensei:

Se = diag (0, PR*, PR*sin*¥) (5.159)
5% = diag (0, PR PR *sin"*V) (5.160)

ez alapjan

SUKup = 0K,r + PR *Kgy + PR ?sin >VK,, = 0K, + 2PR *Kyy
(5.161)

ahol kihasznéltuk, hogy K., = sin® 9Kyy. Hasznalva az {X} = X[ + X|_
jelolést és tekintve a az (5.140) egyenlet, az (5.161) alapjan irhatjuk, hogy

S Kyt = 0{K.} +2PR{Kyy} =0 (5.162)
vagyis
(Ko} = —g {fT} (5.163)

Behelyettesitve az (5.154) és az (5.158) kifejezéseket, kapjuk a (2.25) és (2.26)
egyenleteket a [67] cikkben.
A Lanczos-egyenlet alapjan

(K] = =8 (0 + 15) = —4n(0 + 2P) (5.164)
Az (5.163) és az (5.164) alapjan pedig irhatjuk, hogy

2K = {K )+ K] = —(27—7; {11} —4r(c+2P)  (5.16)

oK. = {K;}—[K,]= —% {fT} +4n(c +2P)  (5.166)

Ezutan az (5.158) Osszefiiggéshol kifejezziik R -ot, mégpedig mindkét haté-
rol6 térid6 mennyiségeit hasznalva, és behelyettesitve az (5.165) és az (5.166)
képleteket.

= U+ T (BT} 4+ an(o +2P)) (5.167)
= 3T (BT} - an(o +27)) (5.168)
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ezek az egyenletek megegyeznek a (2.27) és (2.28) egyenletekkel a [67]
cikkben. Kihasznalva az f metrikus fiiggvény specidlis formajat, miszerint
%f/|:|: = M. /r?, a fenti egyenletek jobb oldalat egyenlévé téve és atrendezve
kapjuk, hogy

i - gp =Tl (5.169)

= L1n Ty <£ {fT} + 47 (o + 273)) — 1T (% {fT} + 47 (o + 27?))

A fenti egyenletbe {fT'} helyére az (5.165) és az (5.166) képletek alapjan
helyettesitve kapjuk, hogy

. my —m-—
T} = —— 5.170
{f 2w R?0 ( )
A Lanczos-egyenlet 7 — 7 komponense
1 1
T o KTT =
41 R? Ko AT R

ST’TZO-:

[ fT'} (5.171)

vagyis [fT] = —Aro R, amelyet visszahelyettesitve kapjuk, hogy

2T, — { fT} + [fT'] - 2:;;20 _ 4noR (5.172)
20 T = {fT} . [fT] = S+ dno R (5.173)

ahol mgy = my —m_. A fenti egyenletekbdl T, mennyiségeket kifejezve kapjuk
a keresett (2.31) képletet.

D. Virializalt réteges gombhéj modell

Tekintsiink egy idedlis gazbol allo virializadlt gémbhéjat, melynek belsd
sugara Ry, vastagsiga AR < Ry, lasd a 22. abrat. A kinetikus gazelmélet
szerint

2
p@V = ”‘; ! (5.174)

ahol p® a nyomas, V ~ AR(47R%) a térfogat, n a részecskék szama, p egy
részecske tomege. A gémbhéj teljes tomege My, = npu.
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22. abra. Illusztrdcié a réteges gombhéj modellhez. A szamitédsoknal feltessziik,
hogy AR < Ry.

A virial-tétel szerint a kinetikus és a potencidlis energia atlaga kozotti
Osszefiiggés 2(Fyn) = —(Epet). Jelen esetben a potencidlis energia tisztéan
gravitacios, amelyet az alabbi integrallal szamolhatunk

Missss 2
_ Oss2 M
Myt = / M g = s (5.175)
0

Feltettiik, hogy nincs centralis tomeg a kozéppontban, és minden dm témeg-
héj sugarat Ryp-nak vettiink a AR < Ry kozelitést kihasznalva. Ezt vissza-
helyettesitve az (5.174) egyenletebe a nyomaés kifejezhetd:

M2
@ = Mo, (5.176)
24T R} AR

Most tegyiik fel, hogy a fenti rendszert egy réteges héjmodellel szeret-
nénk kozeliteni, melyben N darab egyenletesen elosztott héjat hasznalunk,
melyek egymastol valo tavolsaga JR = AR/N. A héjmodelben a héjak ko-
zOtt vakuumot feltételeziink, és nyomas csak tangencialis irdAnyban ébred az
infinitezimalis vastagsagi héjak feliiletén. A héjmodellben szerepls kétdimen-
zios tangencialis nyomast p® -vel jeloljiik. A két nyomas kozotti kapesolatot

p
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az adja, hogy egy adott radidlis keresztmetszetre ugyanakkora erének kell
hatnia mindkét modellben, tehat p® = p®§R. Felhasznalva, hogy a feliileti
tOomegstiriség az egyes héjakon

Mbssz /N
o= —>2L__
47 R2

ahol megint Ry-al kozelitettiik minden réteg sugarat, az adodik, hogy lineéris
allapot egyenletet feltételezve

(5.177)

M 0SSz
6Ry

Erdemes megjegyezni, hogy w = ¢ egyben a hangsebesség négyzete a felii-
leten.

w=p? /o= (5.178)
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